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MATEMATIKA

Krivka pronasledovani, viry a vnorené n-ahelniky

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

V klasické podobé je kifivka pronésledovani obvykle popisovana jako
situace, kde jeden pohybujici se objekt (zajic) je sledovan jinym objektem
(psem) tak, Ze pes béz z boku rychlosti v&tsi neZ zajic a v kazdém
okamziku sméfuje k zajici.

Historické pozadi uvaZovaného problému je velmi zajimavé, nebot né-
ktefi z autort zabyvajicich se historii zkoumani kiivky pronasledovani
hledaji pocatky této problematiky jiz u antickych matematikt a zminuji
Zenonovo TfeSeni klasické tlohy Achilles a Zelva Pfipominaji rovnéz
praci renesan¢niho velikdna védy i uméni Leonarda da Vinciho (1452
1519), ktery se jako jeden z prvnich zabyval nejjednodussi variantou
kfivky pronasledovani. V této varianté je ukolem najit k¥ivku, po které
se plavidlo pohybuje pii pronasledovani jiného plavidla, které unika po
primce, za predpokladu, Ze rychlosti obou plavidel jsou konstantni [2].
K feseni daného i dalsich obdobnych problému jsou vyuzivany diferenci-
alni rovnice. Prvnim, kdo podal obecné feSeni problému kiivky pronasle-
dovani, byl francouzsky geofyzik, astronom a matematik Pierre Bouguer
(1698-1758). Na praci P. Bouguera navazala pozdgji fada dalsich, jako
napiiklad britsky matematik a filosof George Boole (1815-1864), ktery
mimo jiné jako prvni pouzil oznaceni krivka prondsledovdnt, americky
matematik Arthur Stafford Hathaway (1855-1934) a jini, ktef{ se zaby-
vali riznymi variantami kiivky pronésledovani [I].

Zamérem ¢lanku neni ovSem zkoumani riznych variant zminéného
problému (napi. Bouguerova tloha modelujici situaci pronésledovani ob-
chodni lodi piraty; Hathawayova tiloha modelujici situaci, kdy se proné-
sledovany pohybuje po kruznici, ¢ rtzné varianty tnikovych strategii),
nebot tyto jsou v dostupné literatufe jiz rozieseny, napt. [4]. Pozornost
bude upfena na problematiku tzv. virt (whirls), které predstavuji aproxi-
maci kfivek pronésledovani v mnohothelniku. Sledovat budeme moznosti
vyuziti nastroju stfedoskolské matematiky (zejména analytické geomet-
rie) pro FeSeni nékterych tloh souvisejicich se zminénymi atvary, pfi¢emsz

D Zénon z Eleje (cca 490 pf. n. 1.7 — cca 430 pi. n. 1.?7) byl predsokratovsky fecky
filosof.
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MATEMATIKA
kromé uloh fesenych bude ¢ast uloh ponechéna k Feseni rovnéz Ctenari.
Reseni téchto uloh je uvedeno na konci ¢lanku.

1. Kf¥ivka pronéasledovani a viry

V literatufe se jako jeden z piikladi kfivky pronasledovani uvadi mys7
problém, kde do kazdého rohu pravidelného n-thelniku umistime mys.
V jeden okamzik se za¢nou mysi pohybovat stejnou rychlosti tak, ze
kazda smeéfuje k nejblizsi sousedni mysi (po sméru nebo proti sméru
hodinovych rucicek) po nejkratsi mozné dréaze. Vysledna trajektorie po-
hybu kazdé jednotlivé mysi ma tvar logaritmické spiraly (obr. 1 vlevo),
pfiGemz jednotlivé spirdly se sbihaji ve stfedu n-thelniku (pdl spirdl)

I3, 51 2]
/

Obr. 1: Trajektorie pohybu mysi v pravidelném pétithelniku (logaritmické
spiraly), viry v rovnostranném trojihelniku

Viry 1ze chépat jako diskrétni aproximace kfivky prondsledovdni, kdy
nahrazuji hladkou kfivku linedrnimi tuseky. Viry, kterymi lze spiraly apro-
ximovat, vznikaji postupnym vpisovanim posloupnosti n-tthelnika (za-
chovava se tvar), pri¢emz kazdy nasledujici n-thelnik (dcefiny) je zmen-
Seny a otofeny o dany thel relativné k pfedchozimu n-thelniku (ma-
tefskému). Vrcholy dcefiného n-thelniku lezi na strandch matetského
n-thelniku (obr. 1 vpravo).

2)Také se objevuji oznadeni jako bugs problem, dogs problem, apod. Vice napf.
http://mathworld.wolfram.com/MiceProblem.html
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Obr. 2: Viry ve ¢tverci (nahote), vnorené ¢tverce (dole vlevo, dole vpravo)

Logaritmicka spirala je rovinna kfivka urcena rovnici v polarnich sou-
fadnicictP)]

p=ce, (1)

kde b,c € R\ {0}. Hodnota koeficientu ¢ odpovida volbé 6 = 0, pro

neposunutou spiralu ma tento bod soutadnice [¢, 0]. Pro koeficient b plati,

ze b = cotg ¢, kde ¢ je tecny thel, ktery v daném bodé& spirdly svira

te¢na spiraly a polopfimka vychazejici z polu spiraly (privodi¢), pficemz

3)Polarni soustava soufadnic (polarni soufadnice) je takova soustava soufadnic v ro-
ving, u které jedna soufadnice (p) udava vzdalenost bodu od poc¢atku souradnic.
Druh4 soufadnice (0) udava thel spojnice tohoto bodu a po&atku od osy x.
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velikost thlu nezéavisi na volbé bodu (je konstantni, obr. 3). Pro b < 0
je logaritmicka spirala pravotociva, pro b > 0 je logaritmicka spiréla
levotodiva.

/

Obr. 3: Logaritmicka spiréla

Tecény thel ¢,, logaritmické spiraly tvorici vir v n-thelniku je konvexni
thel (obr. 4), ktery svira privodi¢ prochézejici vrcholem n-thelniku a
odpovidajici strana n-tthelniku (te¢na spiraly). Te¢ny thel v pravidelném
n-thelniku (n > 3) lze jednoduse urcit z podminky

(n+2)77.

o (2)

¢n:

Cviceni 1. Pro koeficient b v rovnici logaritmické spiraly plati b =
= cotg ¢. Ukazte, Ze vzhledem k rovnici pro koeficient b logaritmické
spiraly prochéazejici vrcholem pravidelného n-thelniku rovnéz plati

b= —tg(n/n). (3)
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Obr. 4: Délka strany dcefiného &tverce

Poznamka 1. V dalsich oddilech budeme zkoumat nékteré vlastnosti
spiral tvoricich viry v n-thelnicich a rovnéz vlastnosti n-tthelnikd, jejichz
vpisovanim vznikaji diskrétni aproximace téchto spiral. Takto umisténé
n-thelniky budeme v dalsich ¢astech oznacovat jako wnorené. Pro vy-
chozi (nejvétsi) n-uhelnik budeme v ¢lanku pouzivat oznaeni obvodovy.

2. Viry ve ¢tvercich

Vrcholy vnofenych ¢tverci lezi na ramenech ¢tyt logaritmickych spiral
(obr. 2), které maji konstantni teény ahel, tj. stejnou hodnotu koeficientu

b v rovnici .

Cvi€eni 2. Urcete velikost te¢ného thlu (¢,) a hodnotu koeficientu b
spiral prochazejicich vrcholy ¢étverce.

Rovnice jednotlivych spiral se lisi hodnotou koeficientu ¢, ktery urcuje
pro volbu 6 = 0 misto, od kterého se spirala za¢ina vykreslovat (pocdtek

spirdly).

Priiklad 1. Urceme hodnotu koeficientu ¢ v rovnicich spiral prochézeji-
cich vrcholy ¢tverce.
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Resent. Na prikladu vnofenych ¢tvercii z obrazku 4 1ze ukéazat, ze hod-
nota koeficientu ¢ zavisi na délce strany a obvodového n-thelniku, poc¢tu
vrcholt n-thelnfku a poloze vrcholi. Jestlize z rovnice vyjadiime
koeficient ¢ a pouzijeme feSeni cviceni , pak dostavame

c=pe’.

Dale dosadime za p = av/2/2 (vzdéalenost vrcholu &tverce od pocatku)
af=w+(k—1)r/2, kde w je odchylka (radidny) p¥imky prochazejici
pocatkem a vrcholem A od kladné poloosy xz a k € {1,2, 3,4} je o¢islovani
vrchold obvodového &tverce v kladném smyslu (poéinaje I. kvadrantem)
a dostavame

= L‘/iewﬂk—l)w/% (4)

2

Priklad 2. Urceme délku strany |A; By | dcefiného ¢tverce, jestlize vzda-
lenost vrcholu A; jistého dcefiného ¢tverce od strany AB (|AB| = a,
obr. 4) obvodového ¢&tverce je rovna hodnoté p.

Reseni. Podle situace znazornéné na obrazku 4 ma vrchol A; dcefiného
étverce souradnice

a—2 a—2
Al{ 5 pcotg& 5 p],
vrchol By otofeny o tihel 7 v kladném smyslu souradnice

a—2p a—2p
2 72

B [ - cotg 0} .

Pro délku strany A; By dcefiného ¢tverce plati

-2 — 2p\2 -2 -2 2
|A1B1|\/(‘12pcotg9+a 5 p) +(a 5 p_a 5 pcotg@) ,

po tpravé a zjednoduseni
a—2p
V2sinf’

Priklad 3. Ukazme, Ze pro délku strany A; By dcefiného ¢tverce rovnéz
plati

|A1B| = (5)

|AlBl‘ = ae’r/479. (6)
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Resent. Podle feseni cvicent je hodnota koeficientu b = —1 a rovnice
logaritmické spiraly prochézejici vrcholem A; je

2
a’;[eﬂ'/476'.

Jelikoz pro thel 6 (obr. 4) plati

a;2p B a— 2p

%\/5677/4—9 a a\/ieﬂ'/‘l*‘g ’

sinf =

pak po dosazeni do rovnice @ a zjednoduseni dostavame

a—2p a—2p /40

|A1B1‘: N = P =
\/ismﬁ \/ia,\/ie%

Priklad 4. Urceme odchylku e strany A;B; dcefiného ¢tverce od od-
povidajici strany AB obvodového &tverce jako funkci velikosti uhlu 6
(obr. 4).

Resent. Odchylku mizeme vyjadfit ve tvaru

u-v
cose = ——,

- |V
kde podle obr. 4 plati

-2
u=B—-A=a(10), V:Bl—Alza P

(14 cotg ;1 — cotg0).

Po dosazeni

(1;0) - (1 + cotgd; 1 — cotg )
[(1;0)] - [(1 + cotg 0; 1 — cotg §)|’

cose =

a zjednoduseni dostavame
2
cose = g(sinﬁ + cos9).
Velikost thlu ¢ vyjadfime pomoci funkce arkus kosinus
2
€ = arccos (%(sin& + cos 0)), (8)
ktera je inverzni funkei k funkei kosinus (obr. 5).

Roénik 97 (2022), ¢islo 4 7
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Obr. 5: Zavislost velikosti odchylky e strany dcefiného étverce od odpovidajici
strany obvodového &tverce na velikosti thlu 6 (0 > 7 /4)

vy

Jednodussi variantou stanoveni velikosti thlu € v pfipadé, Ze zname
odchylku 0 vrcholu Ay od kladné ¢asti osy x, je porovnéani velikosti zmi-
nénych thla. Z obr. 4 snadno zjistime, Ze

e=60—m/4,

kde strany matetského a dcefiného ¢tverce sviraji stejny thel jako jejich
uhlopiicky a dale

2
sine = sin(d — 7/4) = g(sinﬁ — cosf),

a
V2
€ = arcsin (7(81119 — cos 0)),
nebo
cose = cos(f —mw/4) = g(sine + cos ),
a

2
€ = arccos (%(sin@ + cos 9))

Cviceni 3. Vyjadiete z rovnice @ vzdalenost p vrcholu A; strany dce-
finého ¢tverce od odpovidajici strany obvodového ¢tverce. Ve vhodném
programu (napf. Geogebra, Graph apod.) na grafech funkei uréenych
rovnicemi a ovéite, ze maximalni hodnota vzdalenosti p nastéva
pro 6 = 57 /4 (srovnejte rovnéz s obr. 5).
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MATEMATIKA

3. Viry v rovnostrannych trojtahelnicich

Postupy pouzité v feSenych tlohéch z kapitoly o vnofenych ¢tvercich si
mize Ctenal ovérit na piikladu vnotenych trojihelniki, kterymi budeme
pro potfeby této kapitoly myslet rovnostranné trojihelniky (se st¥fedem
v pocatku) s vrcholy obvodového trojahelniku umisténymi tak, jak je

patrné z obr. 6, tj. A[%, ‘“6/5}, B[ -5, “T‘/ﬂ, C’{O7 —“T\/g]

Obr. 6: Viry v rovnostranném trojthelniku (vlevo), vnofeny trojuhelnik
(vpravo)

Cviceni 4. Urcete tecny thel ¢,, a hodnotu koeficientu b logaritmickych
spiral prochazejicich vrcholy rovnostranného trojihelniku.

Cvic€eni 5. Urcete hodnotu koeficientu ¢ v rovnicich spiral prochazeji-
cich vrcholy rovnostranného trojihelniku.

Cvi€eni 6. Urcete délku strany |A; B;| deefiného trojihelniku, jestlize
vzdalenost vrcholu A; jistého dcefiného trojuhelniku od strany AB
(|JAB| = a, obr. 6) obvodového trojtihelniku je rovna hodnoté p.

Cviceni 7. Urcete odchylku ¢ strany A;B; dcefiného trojihelniku od
odpovidajici strany AB obvodového trojihelniku jako funkci velikosti
thlu 6 (obr. 6).

4. Zavér
Viry vznikajici vpisovanim pravidelnych n-thelniki bychom nemeéli
vnimat pouze jako zajimavou zvlastnost. Pokud si dobfe prohlédneme

Roénik 97 (2022), ¢islo 4 9



MATEMATIKA

obrazky virti ve ¢tverci ¢i trojihelniku, pak lze uvazovat rovnéz o zcela
konkrétnich variantach vyuziti. Vzajemna vzdalenost a poloha jednotli-
vych vnofenych n-thelnika, délka a pocet jejich stran, thly seviené stra-
nami vnorenych n-thelnikt, prfipadné dalsi polohové ¢ metrické vlast-
nosti nabizi nap¥. moznost tisku obrazci se specifickymi optickymi pro-
jevy [71.

Virim podobné kiivky lze ziskat rovnéz postupem, ktery vychazi
z Gielisovy transformace logaritmické spiraly (vice viz [0]).

Clanek se omezil na nékteré vlastnosti viri v pravidelnych n-thelnicich.

V literatufe lze rovnéz nalézt obdobné tutvary vznikajici v obecnych
n-thelnicich, napf. [3].

5. Reseni

Cviceni 1l

(n+2)w cos(m/2 4+ w/n) _
2n sin(mw/2 4+ w/n)

cos(m/2) cos(m/n) — sin(w/2) sin(7/n) sin(m/n)

= sin(7/2) cos(w/n) + sin(w/n) cos(m/2) = ~ cos(n/n) = —tg(m/n).

b = cotg ¢,, = cotg = cotg(m/2 +7/n) =

Cvi¢eni
Pro velikost te¢ného uhlu ¢,, a hodnotu koeficientu b plati
37
¢4 = Iv

7r
b=—tg—=-1.
&1
Cviceni Bl
Pro vzdalenost p vrcholu Ay strany dcefiného ¢tverce od odpovidajici
strany obvodového ¢tverce plati

p= g (1 —/2e7/470 sin9) .

Poznamenejme, Ze maximum p bychom ziskali z derivace pfedchozi rov-
nice, tj.

dp _ @ T/4—0( .,
W 2\f2e (sin€ — cos9),

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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kde pro 9¢ = ( dostavame po zjednoduseni

dp
tgh =1,
a dale 0 = w/4, o = 5m/4. Maximum vzdélenosti p nastava pro
0 = 5m/4.
Cviceni [
Pro velikost te¢ného uhlu ¢,, a hodnotu koeficientu b plati
o
¢3 = Fa
b=—tg(r/3) = —V3.
Cvideni [l

Pro hodnotu koeficientu ¢ plati

¢ = O3 VBratk-1yn/s

3
kde a je délka strany obvodového trojthelniku, k¥ = {1,2,3} je koefici-
ent urcujici pofadi vrcholu trojihelniku oznaéenych v kladném smyslu
po¢inaje I. kvadrantem a w odchylka polopfimky OA od kladné ¢asti
08y T.

Cviceni [6]

Délku strany vnoreného trojuhelniku pro zvolenou vzdalenost p vr-
cholu ur¢ime jako délku strany |A;Bji| (obr. 6 vpravo). Vrchol A; vno-
feného trojihelniku ma soutadnice

V3a —6p

V3a — Gp}
6

Al:{ 6

cotg b,

a vrchol By oto¢eny o tihel %’T v kladném smyslu soufadnice

(V/3a — 6p) cos(6 + %%) (v/3a — 6p)sin(f + 2??)} .

Bl:[ 6sin 0 ’ 6in 0

Pro délku strany A; By dcefiného trojahelniku plati

3a — 6p\/§

A B| =
4151 6sin @

Roénik 97 (2022), ¢islo 4 11
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Cviceni[T]

Pro velikost thlu € plati

a dale

1
cose = §(sin9+ V3 cosh).

Velikost thlu e vyjadiime pomoci funkce arkus kosinus

€ = arccos (%(sinH + /3 cos 9))

Literatura

(1]
2]

3

4]

[5]
[6]

7]

12

Barton, J. C., Eliezer, C. J.: On pursuit curves. J. Austral. Math. Soc. Ser.
B, 41 (2000), s. 358-371.

Guha, A., Biswas, S. K.: On Leonardo da Vinci’s cat and mouse problem.
Bulletin of Institute of Mathematics & Its Applications, 30 (1994), s. 12-15.

Klamkin, M. S., Newman, D. J.: Cyclic Pursuit or “The Three Bugs Pro-
blems”. The Am Math Monthly, 78 (1971), s. 631-639.

Neugebauer, T.: Ulohy o prondsledovins: zdkladni modely a jejich ana-
ljza. Bakalarské préace, Fakulta strojniho inZenyrstvi. VUT Brno, Brno,
2021. Dostupné z: https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/
132690.

Richardson, T. J.: Non-mutual captures in cyclic pursuit. Annals of Mathe-
matics and Artificial Intelligence, 31 (2001), s. 127-146.

Spichal, L.: Gielisova transformace logaritmické spiraly. PMFA, 65 (2020),
s. 76-89.

Spichal, L.: Kovové praméry a tuhly v usporadanich bodd na spiralach.
PMFA, 66 (2021), s. 49-61.

https://mathworld.wolfram.com/MiceProblem.html

Rozhledy matematicko-fyzikalni


https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/132690
https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/132690
https://mathworld.wolfram.com/MiceProblem.html

