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MATEMATIKA

Prelévani vody mezi nadobami, teorie grafii a
modularni aritmetika

Pavel Pokornyg, VSCHT Praha

Uvazujme dvé nadoby na vodu, jednu o objemu 5 litrid, druhou o ob-
jemu 3 litry, ale bez rysek udavajicich vysku hladiny (viz obr. [1]). M-
zeme jednu nebo druhou nadobu zcela naplnit ¢erstvou vodou, mizeme
libovolnou nadobu zcela vyprazdnit (tim, Ze vodu vylijeme do odpadu)
nebo miizeme vodu z jedné nadoby prelit do druhé nadoby, a to tak, ze
budto pielijeme vSechnu vodu, pokud se do druhé nadoby vejde, tedy
az do stavu, kdy je prvni nddoba prazdné, nebo muzeme prelit takové
mnozstvi vody, az je druha nadoba zcela plna.

Obr. 1: Schématicky nac¢rtek velké nadoby o objemu 5 litri (vlevo) a malé
nadoby o objemu 3 litry (vpravo)

Uloha zni: lze s ptivodné prazdnymi nadobami dosahnout stavu, kdy
je v jedné nadobé 1 litr vody?

Uvedeme rychlé intuitivni feSeni této tlohy a pak si ukdzeme nékteré
zajimavé matematické pojmy a algoritmy, které jsou uzitecné i v jinych
souvislostech.

Intuitivni reSeni

Kdyz zkousime téméf nahodné, jaké jsou dovolené operace, tak po
chvili nejspise dospéjeme k této moznosti: Naplnime malou nadobu po
okraj, tedy aby v ni byly 3 litry vody. Pak tuto vodu prelijeme do velké
nadoby. Potom opét malou nddobu naplnime po okraj a nakonec vodou
z malé nadoby doplnime velkou nadobu, aby byla plné, tedy prelijeme
2 litry. Tak ztistane v malé nadobé& pravé 1 litr vody.
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MATEMATIKA

A co kdybychom zac¢ali naopak tim, Ze naplnime na zac¢atku velkou
nadobu po okraj, tedy aby v ni bylo 5 litra? Jak lze dale postupovat?
Miizeme prelit 3 litry do malé nadoby a ve velké nadobé ziustanou 2 litry.
Pak malou nddobu vyprazdnime. Poté 2 litry z velké nadoby prelijeme
do malé a velkou opét naplnime po okraj. Nyni mtizeme malou nadobu
doplnit z velké tim, Ze z ni prelijeme 1 litr, takze ve velké budou 4 litry
a mal4 bude plna. Pak malou nadobu vyprazdnime. Nyni z velké né-
doby, ve které jsou 4 litry, mazeme prelit do malé nddoby 3 litry a ve
velké nadobé zbude 1 litr. Tento druhy zputsob je zjevné delsi. Nabizi se
otézka, jak najit nejkratsi postup vedouci k danému cili. A jaké stavy
lze doséhnout a jaké nelze?

V dalsich kapitolach si ukdzeme nékteré zajimavé matematické na-
stroje, které jsou uzite¢né pro hledani odpovédi na tyto a dalsi otazky.

Matice prechodi

Pro peclivy popis zavedeme veli¢iny: objem velké nddoby a = 5, objem
malé nadoby b = 3, mnoZstvi vody ve velké nadobé z € {0,1,...,a}
a mnozstvi vody v malé nadobé y € {0,1,...,b}. Pak celkovy pocet
moznych stavi je n = (a+1)(b+1) = 24. Ocislujme tyto stavy indexem
1= (b+1)z+y; i€{0,1,2,...,n—1}. Tedy napt. stav (0;0), kdy = 0,
y = 0 ozna¢ime indexem i = 0, stav (0;1), kdy x = 0, y = 1 oznaéime
indexem i = 1, a7 stav (5;3), kdy = 5, y = 3 oznad¢ime indexem ¢ = 23.
Zpétny vypocet, tedy jak nalézt stav (x;y) z indexu ¢, 1ze provést takto:
y =dimod (b+ 1), x = (: —y)/(b+ 1), kde mod je operace modulo,
tedy zbytek po déleni. Napf. pro stav (2;3), kdy x = 2, y = 3 je index
i=4x+y =11 anaopak y = 11lmod4 =3 az = (11 — 3)/4 = 2,
protoze 11 déleno 4 jsou 2 a zbytek je 3.

K operaci modulo se jesté vratime. Poznamenejme jen, Ze napt. mod 10
vlastné da z ¢isla zapsaného v desitkové soustavé ¢islici na misté jedno-
tek, napf. 158 mod 10 = 8.

Nyni miZeme zavést matici pFechodu (pozor, Ze v jinych souvislostech
tento vyraz miiZze znamenat néco zcela jiného), tedy ¢tvercovou tabulku
¢isel, ktera mé 24 radka a 24 sloupcii. Na fadku ¢ ve sloupci j bude 0,
jestlize nelze jednim krokem piejit ze stavu ¢ do stavu j, a bude tam 1,
jestlize to lze. Krokem zde rozumime jednu dovolenou operaci s nado-
bami, tedy

e naplnéni jedné nebo druhé nadoby

e vyprazdnéni jedné nebo druhé néadoby
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e preliti vody z jedné nadoby do druhé (a to tak, az bude budto
cilova nadoba plna, nebo az bude zdrojova nddoba prazdna)

Tak dostaneme nésledujici matici

oooiroooooo000000000001000
100110000000000000000100
100100001000000000000010
100000000000100000000001
110000010000000000001000
011010011000000000000100
001110010000100000000010
0o00110000000000010000001
101000000001000000001000
010100001001100000000100
001000011001000010000010
000100001000000000001001
100100000000000100001000
010000010000100110000100
0o1000000001100100001010
000100000000100000000101
100000010000000000011000
010000000001000010011100
ooi1000000000000110010110
o0oo1o00000000000010000011
100000000001000000000001
010000000000000100001001
o0o1o000000000000000011001
oooroooooo000000000001000

Pfi ruénim vypoctu je nebezpeéi chyby, kterd se §patné odhaluje, proto
je vhodné tyto tkony provést na pocitaci nap¥. pomoci téchto piikazi
v systému Mathematica:

a = 5; (x velikost leve nadoby *)

b = 3; (x velikost prave nadoby *)

n=(a+ Dx*xb + 1); (* pocet stavu *)

t Table[0, {n}, {n}]; (* pripravime si matici nul *)
slx_, y21 :=1+ (b + 1) x +y; (* jak spocitat index *)
Table[

t[lslx, yl, s[0, y11] =
t[[slx, yl, slx, 0]]]
tl[slx, yl, sla, ylll
t[[slx, yl, slx, b]l]

(* levou nadobu lze vyprazdnit *)
(* pravou nadobu lze vyprazdnit *)
(* levou nadobu lze naplnit *)
(* pravou nadobu lze naplnit *)

1;
1
1;
1;
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If[x >0 & y < b && x <= b - y, tllslx, yl, s[0,x+yl]1]=1];
(* je-1i vlevo trochu vody, lze ji prelit doprava *)

If[x >0 & y < b & x > b -y, tllslx, yl, slx+y-b,b]]1]=1];
(* je-1i vlevo hodne vody, lze trochu ulit doprava *)
If[x <a&& y>0&& y <= a - x, tllslx, yl, slx+y,0111=1];
(* je-1i vpravo trochu vody, lze ji prelit doleva *)

If[x <a&& y>0&& y>a-x, tllslx, yl, sla,x+ty-alll=1];
(* je-1i vpravo hodne vody, lze trochu ulit doleva *)
t[[s[x, yl, slx, y11] = O,
(* prechod do stejneho stavu je zbytecne uvazovat *)
{x, 0, a}, {y, 0, b}]l;
TeXForm[t] (* vystup matice t ve formatu TeX *)

Napf. na prvnim fadku vidime pouze dvé jednicky. Ve ¢tvrtém sloupci,
tedy pro index i = 3, to odpovida pfechodu (0;0) — (0; 3), kdy naplnime
pravou nadobu, a v dvacatém prvnim sloupci, tedy pro index ¢ = 20, to
odpovida prechodu (0;0) — (5;0), kdy naplnime levou nadobu.

Dale vidime, Ze nékteré sloupce obsahuji pouze nuly, napt. Sesty slou-
pec, tedy s indexem ¢ = 5 odpovidajici stavu (1;1). To znamena, %e do
tohoto stavu se nelze dostat dovolenou operaci z jiného stavu. Tedy pro
nase dalsi uvahy lze vynechat tento stav, tedy Skrtnout sloupec a fadek
s timto indexem. Podobné odstranime i dalsi sloupce a fadky s indexem
odpovidajicim nulovému sloupci (je jich celkem 8). Tak dostaneme na-
sledujici matici pfechodu mezi dosazitelnymi stavy, kterou ozna¢ime P.
Matice P ma velikost 16 x 16, zatimco ptvodni matice méla velikost
24 x 24.

0001000000001000
1001100000000100
1001001000000010
1000000010000001
1100010000001000
0001100000100001
1010000100001000
p— 0001001000001001
~11001000001001000
0001000010000101
1000010000011000
0001000000100011
1000000100000001
0100000001001001
0010000000011001
0001000000001000
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Zde jiz je vyznam indexu jiny neZ v predchozi matici 24 x 24. Ozna¢me m
pocet pripustnych stavi. Zde tedy m = 16. Stavy budeme opét ¢islovat
od nuly.

Ozna¢me p;; prvek matice P na rfddku ¢ ve sloupci j. Hodnota p;; =1
znamend, ze se lze v jednom kroku dostat ze stavu ¢ do stavu j. V opac-
ném piipadé je p;; = 0.

A co kdyZ budeme uvaZovat dva kroky? Tedy v prvnim kroku cestu
ze stavu ¢ do stavu j a ve druhém kroku cestu ze stavu j do stavu k. To
bude mozné, pokud p;; = 1 a p;i = 1, tedy pokud p;;p;r = 1 pro n&jaky
mezistav, tedy pro néjaké j. Takovych pfipustnych mezistavi j muze
existovat i vice. Pak soucet sou¢int Z;.":j)l Dijp;r bude udévat pocet cest
ze stavu i do stavu k. MuZeme tedy zavést matici P? s prvky

m—1
2
ng) = Z PijPjk,
j=0

jejiz prvky pgi) udévaji pocet cest ze stavu ¢ do stavu k ve dvou krocich
(zde dvojka v zévorce je pouze pravy horni index, neznamena druhou
mocninu &sla p;, ani druhou derivaci, pochazi z dvojky v symbolu P2,
ktery ale jiz ma vyznam druhé mocniny matice P, jak ukdZeme déle).

2000000110000002
2201010011003002
2021000110013002
1003000001003000
2003200100101102
3101020010013001
2003002100002012
p? — 301100021000200 2
2002000120001103
2102000012003002
1003100100201013
2011010010023002
0003001000003001
2003100110001202
2003001100101022
2000000110000002
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Tato operace se nazyva nasobeni matic a pro dvé matice A a B, kde
matice A je typu u X v, tedy méa u fadka a v sloupci, a matice B je typu
v X w, tedy ma v fadka a w sloupci, mizeme uvazovat jejich souéin, coz
bude matice C = A - B s prvky

v
Cik = E ai;bj,
=1

coZ je vlastné skalarni soucin i-tého radku matice A s k-tym sloupcem

matice B. Je tedy nutné, aby 8ifka matice A, tedy pocet jejich sloupcii,
se rovnal vySce matice B, tedy poc¢tu jejich radki.

Je-li vyznam prvku a;; matice A pocet cest ze stavu ¢ do stavu j a
vyznam prvku b;;, matice B pocet cest ze stavu j do stavu k, pak vyznam
prvku ¢;x matice C je poCet cest ze stavu ¢ do stavu k (pFes stav 7). Tento
vyznam sou¢inu matic je jeden z divodi, pro¢ je nasobeni matic praveé
takto zavedeno, zdanlivé zbytecné slozité. Nabizi se otézka, pro¢ nelze
nasobeni matic zavést po slozkach, podobné jako séitdni matic. Lze, ale
takto definované nasobeni by mélo mnohem méné pouziti.

Takto zavedené matice ndm umozni snadno zjistit, kolik kroku je po-
t¥eba, abychom se z daného vychoziho stavu, napf. ze stavu (0; 0) dostali
do ur¢itého stavu, napf¥. do stavu (5;1). Nasobime postupné matice P:
P2=pP.pP, PP=P2P, P*=P3. P, ... adostavame

1006001001006001
7009300321105306
7009003311106036
6002000340001107
7305031131019006
6009300311305117
703500143001800°7
p3 — 5009003211008015
5108001123009005 |’
700810034100530°7
7115031130039006
6009101311305037
7011000430002006
630601113300900°7
603501123003900°7
1006001001006001
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az teprve v matici

130130007 70003 1013
206019043 510501251021
200618013 9 101042410 22
710200031 250021007
21012560110 6 340184120
214118063 510204251020
200125007 9 5310220418
pt— 2104140021110101171021
2101171011011200144021
1840220135 9700251020
20012540210 5 360181421
201418043 6 10106251021
700210052 13002001 7
22012440110 9 310186020
21012510510 5 3401906 20
130130007 70003 1013

se na prvnim fadku v ¢trnactém sloupci objevi poprvé nenulové ¢islo,
které ukazuje, Ze se lze ¢tyfmi kroky dostat ze stavu (0;0) do stavu
(5;1), ktery ma podle ptavodniho &islovani index 21 a po vyskrtnuti ne-
dosazitelnych stavi je to ¢trnécty stav.

V dalsi kapitole si ukdZeme jiny zajimavy néstroj pro sledovani pie-
chodu mezi stavy.

Teorie graft

Body predstavujici stavy naseho systému se v teorii grafii nazyvaji
vrcholy (anglicky vertex). Dva vrcholy mohou byt spojeny hranou (ang-
licky edge). Tato hrana muZe byt orientovana od jednoho vrcholu k dru-
hému, jak tomu je v nasem piipadé, kdy hrana zna¢i moznost prechodu
z jednoho stavu do druhého. Grafem pak nazyvame dvojici (V, E), kde V
je mnozina vrcholi a F je mnoZina hran. Hranou v orientovaném grafu
rozumime uspotadanou dvojici vrcholi grafu, viz [11 2].

Z matice pfechodi P lze sestrojit graf, viz obr. 2] V nasem piipadé
je matice pfechodi P matice o velikosti 16 x 16, protoze nas systém
mé 16 dosazitelnych stavi. Proto bude mit graf 16 vrchola. Kazdému
nenulovému prvku p;; matice P (téch je 58) odpovidé orientovana hrana
od i-tého vrcholu k j-tému vrcholu. Proto bude mit graf 58 orientovanych
hran. Na obr. [2] jsou vrcholy oznaceny pro prehlednost ne indexem, ale
soufadnicemi (z, y), jejichz vyznam je objem vody v levé a pravé nadobé.
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Obr. 2: Graf popisujici stavy systému dvou nadob a mozné prechody mezi
stavy. Tu¢nou ¢arou je vykreslena nejkratsi cesta ze stavu (0;0) do stavu (5; 1)

Tucnou ¢arou je vykreslena nejkratsi cesta ze stavu (0;0) do stavu
(5;1). K nalezeni nejkratsi cesty miizeme pouzit Dijkstriiv algoritmus,
viz [3, 4]. Ten je srozumitelné popsan v péknych skriptech [I] a tento
popis algoritmu zde pro pohodli ¢tenafe zopakujeme. Pro nasi dlohu
chceme najit nejkratsi cestu z daného vrcholu do jiného daného vrcholu
grafu, pfi¢emz pocitdme pouze pocet operaci, tedy pocet hran. Dijkstrav
algoritmus je obecnéjsi ve dvou ohledech. Dovoluje nalézt nejkratsi cesty
z daného vrcholu do vSech vrcholu grafu. Pracuje s grafy, kde hrany
mohou mit rizné délky a algoritmus pak hleda nejkratsi cestu. To si lze
predstavit, jako kdyby vrcholy byla mésta spojena silnicemi o ruznych
délkach a my hleddme nejkratsi cestu z daného mésta do jednotlivych
mést. Tato nalezené cesta bude popsana tak, ze kazdy vrchol bude mit
pfifazeného svého predchidce v této nejkratsi cesté.
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Oznacme vg vychozi vrchol, z néhoz hledame nejkratsi cesty. Kazdému
vrcholu v pfifadime do¢asnou hodnotu dh(v), na poéatku nekone¢no, a
trvalou hodnotu th(v), to bude nalezena nejkratsi vzdalenost od vycho-
ziho vrcholu vg. Cely algoritmus lze popsat v téchto péti krocich:

1. Poloz th(vg) = 0 a dh(v) = oo pro kazdy jiny vrchol.
2. Necht u je posledni vrchol, kterému byla pfifazena trvala hodnota

(na zacatku je to vrchol vg). Pro kazdy vrchol v, ktery neméa pfi-
fazenu trvalou hodnotu a je spojen hranou s vrcholem u, poloZ

dh(v) = min{dh(v), th(u) + c(u,v)},

kde c(u,v) je délka nebo cena hrany mezi vrcholy u a v. Pro nas
piipad s nadobami je cena kazdé existujici hrany rovna jedné.

3. Pokud v predchazejicim kroku doslo ke zméné docasné hodnoty,
nastav pfedchudce vrcholu v vrchol w.

4. Ze vSech vrcholi, které nemaji prifazenou trvalou hodnotu, vy-
ber vrchol v, jehoz doCasna hodnota dh(v) je minimalni, a poloz
th(v) = dh(v). Zde je hlavni myslenka algoritmu: Jestlize zadny
jiny vrchol bez trvalé hodnoty nema kratsi vzdalenost od pocatec-
niho vrcholu, tak pfes néj nemize vést kratsi cesta. To plati za
dulezité podminky, ze vahy hran jsou nezaporna ¢isla. V naSem
pripadé jsou vahy hran rovny jedné, tedy nezaporné.

5. Pokud nemaji vSechny vrcholy pfifazenu trvalou hodnotu, pokra-
¢uj bodem 2. Jinak algoritmus konéi.

Poznamenejme, ze vrcholy, které nejsou spojené s vychozim vrcholem,
budou mit po dokoné¢eni Dijkstrova algoritmu délku cesty nekonecno.

Ukazme si pouziti Dijkstrova algoritmu na nas piiklad, kdy hledame
nejkratsi cestu z vrcholu (0;0) do vrcholu (5; 1), viz tabulka[l] V prvnim
sloupci je seznam vsech vrcholi ve formatu (z;y). Dalsi sloupce od-
povidaji stavu na zacatku provadéni bodu 2. algoritmu. Kazdé policko
obsahuje docasnou hodnotu (nepodtrzené ¢islo) nebo trvalou hodnotu
(podtrzené ¢islo) a za ¢arkou je predchiidce vrcholu, ktery je uveden na
prislusném tadku v prvnim sloupci.

Na za¢atku nastavime trvalou hodnotu vrcholu (0;0) na hodnotu 0 a
toto ¢islo podtrhneme, protoze je to jiz trvala hodnota. Tento bod neméa
predchidce. Ostatnim vrchola pfifadime do¢asnou hodnotu nekoneéno.

Roénik 98 (2023), &islo 1 17
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Tabulka 1: Ukazka pouziti Dijkstrova algoritmu pro nalezeni nejkratsi cesty
z vrcholu (0; 0) do vrcholu (5;1). V prvnim sloupci je seznam vSech vrcholi. Ty
odpovidaji staviim systému dvou nadob. V prvnim fadku jsou ¢&isla udéavajici
iteraci (kolo) algoritmu. V hlavni ¢asti tabulky je nepodtrzené &islo docasna
hodnota, podtrzené &islo je trvala hodnota délky cesty z vrcholu (0;0) do
daného vrcholu (uvedeného v prvnim sloupci). Za ¢arkou je uveden predchidce
daného vrcholu.

L ol 2 [ s [ a5 o[ 7] s [09 |
0.0] 0

(0,1)|[co| oo 00 00 00 00 00 00 00
(0,2)||co| o0 0 0 0 00 oo |4,(2;0)]4,(2;0)
(0,3)|[oo|1, (0;0)

(1,0)||oo| o0 00 00 00 00 00 00 00
(1,3)|[cc| oo 00 00 00 00 () ()
(2,0)||co| oo 00 oo 13,(2;3)13,(2;3)(3,(2;3)

(2,3)||oco| o0 oo |2,(5;0)

3,0)|lcc| oo [2,(0:3)]2, (0;3) |2, (0;3)

(3,3)||c0| o0 00 00 oo 13,(3;0)]3,(3;0)|3,(3;0)
(4,0)||oco| o0 00 00 00 S 0o o0 o0
(4,4)||oc0| o0 00 e) ) ) ) cS) CS)
(5,0){|oc |1, (0;0) |1, (0;0)

(5,1)||co| o0 0 0 0 0 00 oo |4,(3;3)
(5,2)||co| o0 00 00 (eS) )
(5,3)[|o0] oo [2,(0;3)]2,(0;3)|2,(0;3)|2,(0;3)

To zapiSeme do prvniho sloupce v hlavni ¢asti tabulky, ktery méa nahote
¢islo 1.

V 1. kole algoritmu je u = (0;0). Ten je spojen se dvéma vrcholy, (0; 3)
a (5;0). Proto nastavime jejich do¢asnou hodnotu 1 a jejich pfedchiidce
(0;0). Ve 4. bodé vybereme napft. vrchol (0;3) a jeho do¢asnou hodnotu
prohlasime za trvalou (v tabulce ji podtrhneme). Existuje-li vice vrcholt
s minimélni do¢asnou hodnotou, vybereme libovolny z nich. Na ostatni
se pak dostane pii dalsich kolech algoritmu.

V 2. kole algoritmu je u = (0;3). Ten je spojen se tfemi vrcholy,
(5;3), (3;0) a (0;0). Vrchol (0;0) ma jiz nastavenu trvalou hodnotu,
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proto jeho zédznam jiz neménime (ani neopisujeme do dalsich sloupeckii).
Pro vrcholy (5;3) a (3;0) nastavime jejich do¢asnou hodnotu 2 a jejich
predchiidce (0;3). Zaznam vrcholu (5;0) opiSeme. Minimum do¢asnych
hodnot mé nyni vrchol (5;0), a to 1. Proto tuto jednicku prohlasime za
trvalou hodnotu a v tabulce si ji podtrhneme.

Ve 3. kole algoritmu je u = (5;0). Ten je spojen se tfemi vrcholy, (0;0),
(5;3) a (2; 3). Vrchol (0; 0) jiz méa pfifazenu trvalou hodnotu, a to 0, proto
s nim jiz nepracujeme. Do vrcholu (5;3) vedou dvé cesty: ptivodni pfes
vrchol (0;3) a nova pres vrchol (5;0), obé stejné dlouhé (2), proto jeho
udaje nyni neménime. Do vrcholu (2;3) jsme zatim nasli cestu délky 2,
jeho predchiidce je zatim vrchol (5;0). Z t¥ech vrcholu (2;3), (3;0) a
(5;3) s doCasnou hodnotou 2 vybereme napf. vrchol (2;3) a prohlasime
jeho doc¢asnou hodnotu za trvalou.

Takto postupuje dale, vysledky zapisujeme do tabulky, az v 9. kole
dospéjeme k vysledku, ze do bodu (5;1) vede cesta délky 4 a piectenim
predchidct jednotlivych bodu zjistime, jak tato nejkratsi cesta vypada,
tedy pres které vrcholy vede.

Piikaz pro hledani nejkratsi cesty je bé&Znou soucasti softwarovych
nastroju pro praci s grafy. Napf. v prostiedi Mathematica se jmenuje
FindShortestPath.

Modularni aritmetika

y y
3 . . . . [ 3 . . . . .
2 . . . . . 2 °
1 . . . . . 1 .
X X
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Obr. 3: Vlevo: body v roviné predstavujici vSechny mozné stavy soustavy dvou
nadob. Vpravo: pouze dosazitelné stavy. éipkou je zobrazen prechod z bodu
(0;3) do bodu (3;0), tedy kdy vSechnu vodu z plné malé nadoby pielijeme do
prazdné velké nadoby

Podivejme se na jesté jeden mozny zpusob feSeni nasi tlohy o prelévani
vody mezi dvéma nadobami. Kdyz si mnozstvi vody v levé nadobé ozna-
¢ime x a mnozstvi vody v pravé nadobé y, mizeme stav naSeho systému
dvou nadob vyjadfit bodem v roviné o kartézskych soufadnicich (z;y).
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Vsechny mozné stavy pak vytvori obdélnikovou sit bodu o celoéiselnych
souradnicich (viz obr. [3| vlevo) a dosazitelné stavy jsou reprezentovany
body na obvodu tohoto obdélniku (viz obr. [3| vpravo).

are

1 2 3 4

Obr. 4: Nejkratsi cesta z bodu (0; 0) do bodu (5;1) podobné jako na obr. 2| ale
zde jsou vrcholy grafu umistény do bodi podle jejich kartézskych soufadnic

Jaké prechody jsou mozné a jak se zobrazi na obrazku? Vyjdéme ze
stavu, kdy jsou obé& nadoby prazdné, tedy z bodu (0;0). MiZeme napl-
nit velkou nadobu vodou. Tim se presuneme z levého dolnfho rohu do
pravého dolnfho rohu. Nebo miiZzeme naplnit malou nadobu, pak se pie-
suneme do levého hornfho rohu. Kdyz naplnime i druhou nddobu, tak se
presuneme do pravého horntho rohu. Vyprazdnéni velké nadoby znamena
presun na levy okraj (mala nadoba zlistava beze zmény, tedy souradnice
y se neméni). Vyprazdnéni malé nadoby znamen4 pfesun na dolni okraj
(nyni velkd naddoba zistava beze zmény, tedy soufadnice x se neméni).
Podobné naplnéni velké nadoby je pfesun na pravy okraj, stav malé né-
doby se neméni, tedy sourfadnice y se neméni. Naplnéni malé nadoby je
presun na horni okraj pfi zachovani souradnice z.

A co prelévani z jedné nadoby do druhé? Pii tomto déji se celkové
mnozstvi vody v obou nadobéch zachovava, pohybujeme se po piimce
x +y = konst, to je piimka klesajici pod thlem 45°. Na obr. [3] vpravo
je Sipkou mitici doprava dolt zobrazen prechod, kdy prelijeme veskerou
vodu z plné malé nadoby do velké nadoby.

Obr. [4 je obdobou obr. [2} tedy ukazuje dosazitelné body a nejkratsi
cestu z bodu (0;0) do bodu (5;1), ale vrcholy jsou umistény v roviné
podle jejich kartézskych soutradnic.
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Jak je to s dosazitelnosti jednotlivych bodua? Pii pielévani vody z malé
nadoby do velké (pohyb na obr. 4| doprava dolit) proces konéi, kdyz
budto dojde voda v malé nadobé (na obr. 4| narazime na dolni okraj)
nebo dosdhneme plné velké nadoby (na obr. narazime na pravy okraj).
A podobné pii pfelévani vody z velké nadoby do malé (pohyb na obr.
doleva nahoru) proces konéi, kdyz budto dojde voda ve velké nadobé
(na obr. 4| narazime na levy okraj) nebo dosdhneme plné malé nadoby
(na obr. narazime na horni okraj). P¥i hledani v8ech dosazitelnych
bodt miizeme tedy sledovat, kam se vSude dostaneme, kdyz provadime
prelévani z malé nadoby do velké (pohyb doprava dolt) doprovéazené
dolévanim malé nadoby, kdyz je prazdna, a vylévanim velké nadoby do
odpadu, kdyz je plna. Nebo obracené prelévame vodu z velké nadoby do
malé, doplnéni dolévanim velké nddoby a vyprazdiiovanim malé.

Ty pomocné operace (doplitovani a vylévani vody) vlastné jen ztotoz-
fuji body na hornim okraji s body na dolnim okraji obdélniku a body
na levém okraji s body na pravém okraji.

KdyZ ztotoznime krajni body usecky, dostaneme kruznici (az na ne-
podstatné deformace), viz obr.

A=B

Obr. 5: KdyZ ztotoznime krajni body usecky (jako bychom zapnuli péasek
u kalhot), dostaneme kruznici
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Kdyz ztotoznime hranu obdélniku s protilehlou hranou, dostaneme
valec, viz obr. [6]

Obr. 6: KdyZ ztotoznime levou stranu obdélniku s protéjsi stranou (jako
bychom stoé¢ili vysokoskolsky diplom do tuby), dostaneme valec

A kdyZz ztotoZnime navic druhou stranu obdélniku s protilehlou stra-
nou, dostaneme torus (ten si miizeme predstavit jako povrch nafouknuté
pneumatiky), viz obr. Iﬂ Milovnici sladkého peciva si misto pneumatiky
radéji predstavi americkou koblihu neboli donut.

Obr. 7: Torus je plocha, kterou si mizeme predstavit jako dvakrat stoceny
obdélnik

Takze prelévani vody z malé nadoby do velké, doprovazené doplhova-
nim vody do malé nadoby, kdyz je prazdné, a vylévanim vody z velké
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nadoby, kdyz je plna, si mizeme predstavit jako pohyb jihovychodnim
smérem v roving. A budto uvazujeme, Ze opustime nas zakladni obdélnik
a dostavame se postupné do jeho dalsich kopii, nebo se pfi narazu na pra-
vou hranu vratime na levou hranu a pfi narazu na spodni hranu se vra-
time na horn{ hranu. To je ekvivalentni nahrazeni vodorovné soufadnice
x vyrazem x mod 5 a nahrazeni svislé soufadnice y vyrazem y mod 3,
kde mod je zbytek po déleni. Napf. 11 mod 5 = 1, protoze 11 :5 je 2 a
zbude 1. Anebo se na tento proces muzeme divat jako na pohyb po toru.

NaSe otazka zni, které vSechny body lze takto navstivit. Pruseciky
primky popisujici sledovany proces s dolni hranou obdélniku, pfesnéji
s body o vodorovné soufadnici « € {0, 1,2, 3,4} se stiidaji tak, Ze novy
prusecik je o 3 jednotky vpravo oproti predchozimu priseéiku. Navsti-
vime takto v8echny body?

Je-li pocet bodi, zde 5, nesoudélny s velikosti kroku, zde 3, pak na-
vstivime vSechny body. To lze snadno dokazat sporem. Uvazujme obecné
pocet bodu a (zde 5) na usetce a velikost skoku b (zde 3). Predpokladame,
7e prirozena C¢isla a a b jsou nesoudé€lné, tedy jejich nejvétsi spoleény dé-
litel ged(a,b) = 1. Zkratka ged pochézi z anglického vyrazu greatest
common divisor. Déle predpokladéame, Ze kdyZ za¢neme z bodu g, tak
dostavame postupné body

r1=x0+b mod a, To = xg+2b mod a,
obecné
T, =29+ nb mod a.

Chceme dokazat, Ze takto navstivime vSechny body mnoziny {0, 1,2, ...,
a — 1}. Dikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme tedy, Ze po n krocich
se dostaneme do bodu, kde jsme jiz byli po m krocich, aniz bychom
mezitim navs§tivili vSechny body. Pak by se navstivené body opakovaly a
dosud nenavstivené body by nebyly navstiveny nikdy. P¥itom mé platit
0 <n —m < a. Dostat se do bodu, kde jsme jiz byli, znamena

T, mod a = x,, mod a,

tedy
Ty — Ty = ka,

kde k € N je pfirozené ¢islo. Protoze
Tm = xo+mb mod a, Tn =9 +nb mod a,
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je

Tp — Ty, = (n—m)b = ka.
Zde jsou ¢isla a a b nesoudélna, takze rozdil (n—m) musi byt nasobkem a.
To ale neni mozné, protoze 0 < n —m < a. Tim je dikaz proveden.

To znamend, Ze jsou-li objemy néddob a a b nesoudélna ¢isla, jako
tomu je v naSem ptuvodnim piikladu, kde a = 5 a b = 3, tak postupné
nav§tivime v8echny body obvodu obdélniku.

Kdyby naopak ¢&isla a a b nebyla nesoudélna, naptiklad kdyby bylo
a =10 a b = 6, tedy jejich nejvétsi spoledny délitel ged(a,b) = 2, tak
by dosazitelné body byly pouze ty body, jejichz soufadnice jsou nédsobky
¢isla 2, nikdy bychom nedostali bod, kde x = 1.

A kdyby dokonce podil a/b nebyl racionalni, ale iracionalni &islo, tak
by pohyb po toru vytvofil kfivku, které by jeho povrch vyplnila husté a
nikdy se nevratila do bodu, ve kterém jiz byla. Vyrazem husté vyplnit
zde myslime to, ze v libovolné malém okoli libovolného bodu se nachazi
bod kfivky.

Zaveér

Na jednoduché uloze jsme ukazali, jak zajimavé matematické nastroje
muzeme pouzit. Chvilemi se mohlo zdat, Zze jdeme louskat ofisky parnim
strojem, ale pro nas to byla dobra pfilezitost seznamit se s témito uzi-
te¢nymi postupy.
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