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NETRADICNI POHLED
NA PYTHAGOREJSKE TROJICE CISEL

JAROSLAV SEIBERT

Pythagorova véta o délkach stran pravoihlého trojihelnika je
zfe)mé nejznamé)sim matematickym poznatkem. Jiz ve staroegyp-
tskych pamatkich z doby XII. dynastie (pfiblizné 4 000 let pr.
n. l.) je mezi jinymi ¢iselnymi vztahy zaznamenana také rovnost
62482 = 102. Reseni pythagorejské rovnice z?+y? = 2?2 pfFirozeny-
mi Cisly podava Eukleides v desaté knize Zakladi. Takova feseni
Je zvykem oznacovat jako pythagorejské trojice cisel, pythagorej-
ska Cisla nebo pythagorejské trojice. Nékteré netradicni pohledy
na tento znamy problém si v tomto prispévku pripomeneme.

Jak urdovat pythagorejské trojice

I zak zakladni skoly vi, Ze mezi pythagorejské trojice patfi
napf. (3,4,5), (5, 12,13) nebo (8,15,17). Pythagorejskych trojic
je vSak nekone¢né mnoho a zndme také zpisob, jak je urcit.
K jejich vypoétu lze pouzit vztahit z = p? — ¢, y = 2pq,
z = p? + ¢?, kde p, ¢ jsou libovolna nesoudélna prirozena &isla.
Ze jde skute¢né o délky stran pravouhlého trojihelniku se snadno
miizeme presvédéit primym dosazenim do rovnice z? + y? = 22.
Aby uvedena trojice byla tzv. primitivnt, tj. aby Cisla z, y, z byla
po dvou nesoudélnd, musi se ¢isla p, ¢ lisit paritou, tedy jedno
bude sudé a druhé liché. Kdyby totiz byla ¢isla p, ¢ obé suda, pak
1 Cisla z, y, 2 budou suda a tedy soudélna. Ke stejnému zavéru vsak
dospéjeme, 1 kdyz Cisla p, ¢ budou obé licha. Predpokladejme jesté,
Ze by 1 pfi opacné parité cisel p, q byla ¢isla z = p? —¢?, z = p?+¢2
soucasné délitelna néjakym lichym prvocislem m. Pak by vsak i
soutet z + r = 2p? a rozdil z — z = 2¢% musely byt délitelné
cislem m, a tedy 1 éisla p, ¢, coz je ve sporu s jejich nesoudélnosti.
Obdobné lze uvazovat i pri dokazovani nesoudélnosti &isel z,y
resp. y, 2.

Jsou-li k,p,q libovolnad prirozena cisla, pak je pythagorejska
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také kazda trojice ¢isel ¢ = k(p? — ¢2), y = 2kpq, z = k(p? + ¢?),

o ¢emz se snadno presvédéime dosazenim do rovnice z2? 4 y? = 22.

Vratme se vSak k pripadu, kdy k = 1. Méné zndmym zptisobem
jak ukazat, ze z uvedenych vztahi dostaneme skutecné pythagorej-
ské trojice a soucasné dat cislim p, ¢ konkrétni vyznam, je uziti go-
niometrickych funkci. Predstavme si pravouhly trojihelnik ABC),
v némz odvésny a prepona maji postupné délky p, q, \/p? + ¢2.

Z definice goniometrickych funkci pro ostré thly «, B plyne

2

sina cos 3 = i : 4 = 2p s
VPi+at Vpi+et Pt
2
cosasin 3 = g .

1 _
VPt Vit PP

Po odec¢teni obou vztahi dostaneme

p’—¢
sina cos 3 — cos asin B = sin(a — ) =
p2 = q2
y . e h = p-q . . pP-q
Soucasné vsak je cosacos S = ———, sinasinff = ——.
Potom cos a - cos f + sin« - sin 3 = cos(a — ) = —-2——_1%(-]—2-
P q

Protoze pro kazdé a,f plati sin’(a — B) + cos’(a — ) = 1,
dostavame postupné

2 2\ 2 2
p°—q 2pq
<p2+q2) ! (p2+q2) =L(r" -9+ (2p0) = (* + 0"

Zamysleme se jesté nad otazkou, zda pro kazdé prirozené Cislo
n > 2 existuje pythagorejska trojice, v niz n urcuje délku jedné
z odvésen. Pokud je n sudé cislo, pak zfejmé staci volit p = %,
. 2

n

q¢ = 1. Dosazenim do prislusnych vztahli dostaneme z = % — 1,

y=n, z= -'}; + 1, pritom z = z + 2. Bude-li nyni n liché ¢islo,
muzeme napfiklad psat n = 2¢ + 1. Protoze y = 2pq je vidy sudé,
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musi byt z = p?—¢? = n = 2¢+1. Odsud postupné p?—q? = 2¢+1,
pPP=(@+1)2% p=gq+1.Pakz=2¢+1=n, y=2¢+2q,
z = 29> + 2¢ + 1, pfitom z = y + 1. V tabulce jsou uvedeny
pythagorejské trojice pro nejmensi hodnoty n.

o |6 (7 |19 |10 (11 (13 |14 |15
o |8 |7 |19 (24 |11 [ 13 |48 | 15
121 6 | 2440 10 | 60 | 84 | 14 | 112
13 1025|4126 |61 |8 |50 | 113

n

X

(G20 I EVULEY L)

Pythagorejské trojice a geometricka posloupnost

Necht je dana geometrickd posloupnost a,aq,aq?, ..., v niz
prvni clen a 1 kvocient ¢ jsou prirozena cisla. Uvazujme tfi jeji
po sobé jdouci éleny a, = a-¢" 7! any1 =a-q”, anyz = a-q"tH!
a sestavme z nich &isla 2 = 2a,41 + ap, = ag"t1(2¢ + 1),
Y=2an42+2an41 = aqn_l(2q2 T 2‘1)’ z2=2an42+2an41 +a, =
aq""1(2¢%2 4+ 2¢ + 1).

Podle dfive odvozenych vztaht je zfejmé, ze (z,y, z) je pytha-
gorejska trojice. Zjistili jsme tedy, Ze z clent kazdé geometrické po-
sloupnosti mizZeme generovat nekonecné mnoho pythagorejskych
trojic. Pro pevné hodnoty a,q, tzn. pro konkrétni geometrickou
posloupnost, jsou navic vSechny pravoihlé trojihelniky odpovi-
dajici jednotlivym pythagorejskym trojicim navzajem podobné.
V tabulce najdeme pythagorejské trojice vytvorené pomoci prv-
nich t¥i ¢lenti nékolika geometrickych posloupnosti pro a = 1.

2 |3 |4 |5 |6 |7 |8

o |7 |9 | 11]13]15 ]| 17
121 24| 40| 60| 84| 112} 111
131 25{ 41| 61| 85| 113| 145

[SI S R S
Uik | -

Pythagorejské trojice a Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost je zfejmé nejznaméjsi posloupnosti
prirozenych cisel. Pfipomenme si, ze jeji cleny, tzv. Fibonacciho
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cisla, ziskame z rekurentniho predpisu fp42 = fn + fn4+1 pri volbé
fi = f2 = 1. Postupné tedy dostavame cisla 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, ... Jednoduché vlastnosti Fibonacciho posloupnosti ji
primo predurcuji k uplatnéni v rozmanitych situacich. V ¢lanku
[7] jsme ukéazali jednu moznost, jak z Fibonacciho ¢isel urcovat
pythagorejské trojice. Podobnych postupi lze objevit vice, dalsi-
mu se nyni budeme podrobnéji vénovat.

Uvazujme nejprve prvnich pét Fibonacciho ¢isel a vypocitejme
fi-fs =5, fafa = 3, 2fs = 4. Tato cisla tvofi pythagorejskou
trojici. Vezméme jinych pét po sobé jdoucich Fibonacciho éisel.
Zacneme-li druhym clenem posloupnosti, dostaneme obdobnym
zpisobem trojici (8,10,6), vyjdeme-li od tfetitho ¢lenu, obdrzime
trojici (26,24,10), od ctvrtého ¢lenu trojici (63,65,16) atd. Ve
vSech pripadech jde o trojice pythagorejské. Zkusme odvodit, zda
Jjde o obecné platnou zakonitost. Kromé rekurentniho predpisu
pfitom uzijeme vztah f2 , = fu - fa42 + (=1)", jehoZ platnost
pro libovolné pfirozené cislo n jsme v citovaném c¢lanku dokazali
matematickou indukci.

Snadnymi Gpravami postupné dostavame

afnta+ fas1fnts = (Fage — fot1) - (Fat2 + fag3)+
+fnt1Sn43 = 2o — fatifot2 + fatofnes — fas1 frgat
fnt1fnts = fipa + fato  (Fag3 — fag1) = 2f2 40,

fo+ fata = fas1 a3 = (Fav2 = fas1) - (Fat2 + fri3)—
—fn+1fnt3 = f3+2 — fnt1fnse — fas2fot3 —2fny1fnys =

= fRia + Jav2(fats — fas1) = 234 + 2(-1)" = 2(-1)".
Vynasobenim predchozich vztahu ziskdme pro kazdé prirozené

cislo n
(fnfn+4)2 - (fn+1fn+3)2 = (fnfn+4 . 2 fn+1fn+3)

(fafata — fat1fny3) = 2f3+2 2(=1" = (=1)" - (2fn+2).

Je-li n hChé> plati (fn+1.fn+3)2 = (fnfn+4)2 + (2fn+2)2a
pro n sudé (fn - fata)® = (fas1fns3)? + (2fns1)”.

Popsanym zpusobem miizeme tedy z Fibonacciho posloupnosti
vytvorit nekonecné mnoho pythagorejskych trojic.
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Rekurentni predpisy pro pythagorejské trojice

Za)imavym problémem je hledani rekurentnich predpisi, po-
moci nichZ bychom mohli z jedné pythagorejské trojice vygene-
rovat postupné nekonecné mnoho dalsich trojic. Zrejmé nejjedno-
dussi je pripad, kdy rekurentni predpisy vyjadruji ¢isla pocitané
pythagorejské trojice (Zp+41,¥Yn+1,2n+1) jako linedrni kombinace
cisel predchozi trojice (£, Yn, 2n)-

Prislusné rovnice maji tvar

Tpny1 = 1Ty + a2yn + azzy,

Yn+1 = bizn + ben + b3z,

Zn41 = C1ZTn + C2Yn + C32n,
kde vsechny koeficienty jsou cela cisla. V jednom prispévku
v Casopise Mathematics Teacher [4] byly podrobnéji zkoumany
nasledujici predpisy:

Tn41 = 2zy, + Yn + an,

Un+1 = Zn + 2yn + 224,

Zn4l = 22n + 2un + 325

Vsimnéme s1 alespon jedné zajimavosti. Po odecteni prvnich
dvou rovnic dostavame yn41 — Tny1 = Yn — Zn, tzn. rozdil ci-
sel, které urcuji délky odvésen pravouhlého trojihelniku je ve
vSech generovanych trojicich stile stejny. Zvolime-li tedy napr.
(z1,y1,21) = (3,4,5), bude 1 v kazdé generované trojici rozdil
zn — Yn = 1. Konkrétné (z9,ys2,22) = (20,21,29), (z3,y3,23) =
(119,120, 169), (x4, ya, z4) = (696,697,985) atd. Pro vychozi tro-
jici (z1,y1,21) = (5,12,13) dostavame (z3,y2, 22) = (48, 55,73),
(1,'3, ys, 23) = (297, 304,425) atd.

Podivejme se nyni na cely problém obecnéji. Z rovnosti :z;;'zl+l +
Y241 = z2,, snadno dostaneme soustavu Sesti rovnic pro devét
neznamych koeficienti v uvedenych linearnich kombinacich:

af + b% + c% 3 |

ai+b2+c2=1

ai+b3i+ci=1

ajas + b1by —ciep =0

aijaz + bibs —cie3 =0

asaz + bobs — caez3 = 0.



160 JAROSLAV SEIBERT

Z nekonecné mnoha reseni této soustavy nas zajimaji pouze
celociselnd feseni, kterym navic odpovidaji trojice kladnych ¢isel
(Zr+1, Un+1, Zn+1)- PFi jejich hledani ndm samoziejmé musi po-
moci pocitac. Tak nalezneme napf. rekurentni predpisy

Tp4l = 4z, + yYn + 42y
Yn41 = Tz, + 4yn + 82,
Znt1 = 8z, + 4yn + 92,. ,

Pri volbé (z1,y1,21) = (3,4,5) dostaneme postupné trojice
(36,77,85), (561,1240,1361) atd.

Vyhovuji dokonce 1 rekurentni predpisy, v nichz pripoustime,
ze nékteré koeficienty mohou byt 1 zaporna ¢isla, jako napft.

Tntl = —22n + Yn + 22,

Yn+1l = —Zn + 2Yn + 22,

Zn+1 = —2x, + 2y, + 324,
které pfi volbé (z1,y1,21) = (3,4,5) vedou na trojice (8,15,17),
(33,56,65), (120,209,241) atd.

Kromé nékolika jednodussich pripadia jsou vsak koeficienty
v rekurentnich predpisech takové, Ze jiz pro mald n nabyvaji
pocitana pythagorejska cisla velkych hodnot.
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