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POZDRAV MATEMATIKU

DAG HRUBY

Mozné nevite, ze podobné jako vodaci a lyzari, maji 1 matema-
tici svij pozdrav. Je to pozdrav Abero (viz [2]).

Slovo Abero nam pripomina nasledujici Glohu: Sestrojte troj-
thelnik ABC, je-li ddno a,b, o. Pismeno p znaci v tomto pripadé
polomér kruznice trojahelniku vepsané. Po nékolika marnych po-
kusech zjistite, ze feseni je stale v nedohlednu. Neni se co divit;
uloha totiz nema v eukleidovském smyslu feseni, tj. trojahelnik
nelze sestrojit klasickym zplisobem pravitkem a kruzitkem. Je to
na prvni pohled prekvapivé, protoze se iloha velmi podoba oném
znamym Gloham: Sestrojte trojuhelnik, je-li dano ..., kterych mno-
zi z vas vyfresili celou fadu.

Zkoumejme nyni, pro¢ uloha (a,b,p) nemda obvyklé feseni.
Vyjdéme ze vztahu pro obsah trojihelniku

S =ps, (1)

S=Vs-a)-0)F-0, 2)

kde s znaci polovi¢éni obvod trojahelniku, tj. s = iﬂz’—‘ﬁ; druhy
vztah je tzv. Heronlv vzorec. Porovnanim (1) a (2) dostavame

0’s =(s—a)(s—=b)(s—c).
Po dosazeni za s je

40*(a+b+c)=(b+c—a)lat+c—bd)(a+b—c). (3)

Rovnice (3) predstavuje kli¢ k feSeni naseho problému. Tvr-
dime-li, Ze loha urcitého typu je nefesitelnd pomoci pravitka a
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kruzitka, neznamena to, Ze je neresSitelnd za kazdych podminek.
Znamena to, ze pro vybrané prvky v trojihelniku lze predepsat
takové velikosti, ze trojuhelnik s témito prvky predepsanych
velikosti sice existuje, ale neni mozné ho sestrojit pomoci pravitka
a kruzitka. Chceme-li dokazat, ze Gloha (a, b, ¢) neni eukleidovsky
fesitelna, staci napt. zvolit a = 2, b =3, o = -;— . Ukazeme,
ze trojihelnik s takto zvolenymi prvky existuje, ale nelze ho
zkonstruovat pomoci pravitka a kruzitka.

Na druhé strané ovsem, zvolime-lia=3,b=4, o= 1, potom
prislusny trojahelnik nejen existuje, ale lze ho dokonce s pomoci
pravitka a kruzitka zkonstruovat. Jak snadno zjistime, jedna se
o pravouhly trojthelnik s pfeponou ¢ = 5.

Abychom tedy dokéazali, ze loha daného typu neni fesitelna
pomoci pravitka a kruzitka, musime provést tyto tfi kroky:

1. vhodné predepsat velikosti danych prvki trojtahelniku,

2. dokazat, ze trojihelnik s danymi prvky predepsanych velikosti
existuje,

3. dokazat, ze tento trojihelnik nelze zkonstruovat pomoci kru-
zitka a pravitka.

Drive, nez provedeme Gplny dikaz nefesitelnosti talohy (a, b, o),
uvédomime si, zZe prakticky vsechny ulohy tohoto typu konci u pro-
blému, zda je mozné sestrojit tsecku dané velikosti. Pfipomen-
me si, ze vyjdeme-li z usecky délky 1, potom pomoci pravitka a
kruzitka mizeme zkonstruovat tsecku, jejiz délka je predem da-
né kladné racionalni &islo, ale i tsecku, jejiz délka je tieba /2 .
Pomoci metod algebry je mozné rozhodnout, ktera kladna redl-
na cisla jsou délkami tsecek konstruovatelnych pomoci pravitka
a kruzitka, vyjdeme-li z usecky délky 1. Takova ¢isla nazyvame
konstruovatelna, ostatni pak nekonstruovatelna. Nekonstruovatel-
nymi &sly jsou napt. ma V2 .

V naSem pripadé mame rozhodnout, zda je konstruovatelna
usecka velikosti ¢, kde pro ¢ plati (3). PomiZe nam tzv. Wantze-
lova véta. Nez ji uvedeme, pfipomeneme pojem nerozlozitelnosti
(ireducibility) mnohoc¢lenu. Mnohoé¢len f s raciondlnimi koefici-
enty je v racionalnim oboru nerozlozitelny, jestlize neni sou¢inem
dvou polynomt nizsich stupnt s racionalnimi koeficienty.
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Vé&ta Wantzeloval) : Bud' f mnohoclen s raciondlnimi koefi-
cienty, ktery je nerozloZitelny v oboru raciondlnich cisel. Jestlize
stupent mnohoclenu f neni mocninou cisla 2, potom Zddny koren
mnohoclenu f neni konstruovatelnym cislem.

K dikazu nefesitelnosti tlohy (a, b, o) budeme pottebovat jesté
nasledujici jednoduché lemma, které je velice uzitecné pro hledani
racionalnich kofeni algebraickych rovnic s celociselnymi koefici-
enty. (Uvédomme si jeSté, Ze algebraickou rovnici s racionalnimi
koeficienty snadno pfevedeme na ekvivalentni rovnici s celoéisel-
nymi koeficienty.)

Lemma: Bud f(z) = aoz" + a12" ' + ... + ap_12 + a,
mnohoélen s celodiselnymi koeficienty. Mad-li rovnice f(z) = 0
raciondlni koren s , kde p, q jsou cisla nesoudélnd, potom p deli
a, a q déli ag. Je-li ag = 1, je kaZdy raciondlni koren rouvnice
f(z) = 0 celociselny a déli a,, .

Dikaz: Je-li £ kofenem rovnice f(z) =0, je

n—1

p

qn—l

pn
ao:};; + a;

+...+an_11q—)+an=0.

Po vynasobeni této rovnosti ¢islem g™ ziskdme rovnost

aop” +a1p” g+ ..+ an1pg" T+ ang" =0
Uzitim zéakladnich poznatki o' délitelnosti (a pfedpokladu o ne-
soudé€lnosti Cisel p, ¢) ihned dostavame, ze p déli a, a g déli ao.
Nyni uz mizeme dokazat hlavni vysledek tohoto ¢lanku.
Véta: Uloha (a,b, o) neni eukleidovsky resitelnd.

Dikaz: Zvolme a = 2, b = 3, ¢ = 3. Po dosazeni do (3)
dostaneme pro ¢ kubickou rovnici

¢ —5c24+10=0. (4)

1) P. L. Wantzel (1814-1848) byl francouzsky matematik, ktery roku 1837
dal prvni zcela exaktni dikaz neresitelnosti klasickych reckych Gloh o zdvojeni
krychle a trisekci Ghlu; hlavni myslenkou Wantzelovych dukaza bylo tvrzeni,
které je obsahem vyse uvedené véty. Dukaz Wantzelovy véty je velmi narocny;
naprosto se vymyka tomuto ¢lanku.
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Oznaéme
g(z) = 2> =522+ 10 .

Protoze
9(-2)=-18<0, g(-1)=4>0,

g(1)=6>0, g(2)=-2<0,

g(4)=-6<0, g¢g(b)=10>0,

ma mnohoélen g jeden kofen v intervalu (—2,—1), jeden kofen
v intervalu (1, 2) a jeden kofen v intervalu (4,5). Snadno ovéfime,
Zeprodélky strana=2,b=3 al<c<2,resp.a=2,b=3
a4 < c<9H, plati trojihelnikové nerovnosti

a+b>c, a+c>b, b+c>a.

Trojahelnik zadany prvky a=2, b=3, o= % tedy existuje.

V zavéru dukazu ukazeme, Ze trojuhelnik dany prvky a = 2,
b=3, o= % nelze eukleidovsky sestrojit. Podle Lemmatu mohou
byt racionalnimi kofeny rovnice (4) jen ¢isla +1, £2,+5, 10 ; po-
dle predchoziho vSak vime, Ze Zadné z téchto éisel kofenem této
rovnice neni. Mnohoclen g je tedy v racionalnim oboru nerozlozi-
telny. Podle Wantzelovy véty neni Gsecka délky ¢ konstruovatelna.
Uloha (a, b, ¢) tedy neni eukleidovsky (tj. kruzitkem a pravitkem)
resitelna.
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