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EXISTUJE KRALOVSKA CESTA
K EXPONENCIALE A LOGARITMU ?

(Dokonceni z minulého cisla)

JIRf VESELY

Nezbytny nadhled

V tomto okamziku si dovolme malé extempore na vyssi irovni,
ktera je vétsiné stfedoskolaki dostupna az prilis pozdé ¢i pripadné
vibec. Pozdéji, mozna az na vysoké skole, az se zaci opét setkaji
s touto situaci, lze provést tuto Givahu: ze vzorce (7) dostaneme

 <I@-1 o 1 o),

x l—=2 (8)
L -1 z € (-1,0)
l—-z -~ z - ’ T

Odtud obdrzime limitnim pfechodem pro z — 0 existenci i hod-
notu limity, kterou zpravidla uZivime misto podminky (b); jak se
ukéaZe, podminka (c) je disledkem podminek (a) a (b).

lim flz) -1 = T f(=) -- £(0)

z—0 T z—0 z—0

—fO)=1.] @)

Snadno téz spocteme derivaci funkce f v ostatnich bodech = € R:

(6) = tig LD =10) _ py JEUIR) =
= @ jim {01 o

Tim jsme mimochodem dokéazali, ze kazdé FeSeni rovnice (4)
vyhovujici podmince (8’) spliuje diferencidlni rovnici ¥ = y.
Protoze plati f'(z) = f(z) > 0, je funkce f spojitd a rostouci
na R (a tedy i prostd na R). Snadno si rozmyslime, zZe s ohledem
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na f(nz) = (f(z))" je zfejmé, ze pro libovolné zo > 1 plati
limy, 4 400 f(nZo) = 400. Odtud plyne
Jim f(@)=+co a lim f(z)=0. )

Ze spojitosti funkce f a z véty o nabyvani vSech mezihodnot vi-
dime, 7e f: R3S (0, 00) ma inverzni funkci. Vibec jsme nepotte-
bovali pouzit podminku (c), odvodili jsme ji z (a) a (8’), resp. (a)
a (b). Nékteré z téchto Gvah lze pfedvést i v oktavé, spise vsak
jen jako ilustrativni priklady. Mame-li k dispozici véty o pribé-
hu funkce, 1ze snadno dostat z funkcionélni rovnice (a) a z (8’)
Jednodussi podminku (b), resp. (8); k tomu staci vysetfit funkci
f(z) — (z+1), kterd nabyva minima 0 v bodé z = 1. Poznamenej-
me, Ze dikaz ekvivalence (8) a (8’) je péknym cvicenim. Z néj lze
pomérné snadno odvodit bez narocné véty o nabyvani mezihod-
not, ze funkce f z véty nabyva vSech kladnych hodnot (viz nize).

Nyni se vratime a budeme pokracovat od okamziku nasi
,Vysokoskolské odbocky“ opét na elementarni Grovni. Ze vztahu
(b) plyne pro h > 0
f(h) > h+1>1, atedy f(z +h) = f(z)f(h) > f(z) 1= f(z)

pro kazdé h > 0. Zvolime-li z,y € R, z < y a polozime h = y — z,
dostaneme odtud f(z) < f(y) a tedy

funkce f je rostouci (a tedy prostd) na R . (10)

Uvédomte si, ze v tomto okamziku dostavame ,zadarmo”“ z mo-
notonie a z (c) spojitost f vsude v R, a¢ o tom neni tfeba mluvit.
Nyni uzijeme (7): pro kazdé z € R méame pfi dostatecné velkém
n € N-odhad |z/n| < 1. Odtud pro vSechna takovia n snadno
dostaneme (z bud pevné zvoleno)

1+2 < f(%) <(1- f)_l, L+ = < (f(@)/" < (1- i)—l,

n n
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resp. po zavedeni oznaceni

x n T -n
Oy V= (1+—) < f(z) < (l———) i~ W (11)
n n
I se stfedoskolskymi znalostmi miZeme dokazat monotonii po-
sloupnosti {a,} a {b,} pro pevné zvolené z pro dostatecné velka
n a pak i to, Ze tyto limity jsou stejné pro kazdé z € R. Pouzi-
jeme k tomu Bernoulliovu nerovnost. Pfipomeneme: pro vSechna
z > —1 plati

(1+z)">1+nz.

To se snadno dokaze indukci. Skutecné, pro n = 1 plati dokonce
rovnost; dale plati

(I+2)" =(1+z)(1+2)" > (1+2)(1 +nz) =
=l4+(n+z+nz®>14(n+ 1)z,

a pomoci matematické indukce dostavame tedy potfebnou nerov-
nost.!

Déle budeme jesté potrebovat klasickou nerovnost mezi arit-
metickym a geometrickym prumeérem: Necht n € N a necht
r1,Z3,...,Tn € (0,00). Potom plati

1 +z2+ -+,

1"/1:11;2...1;,1 S ,

n

pricemz rovnost nastava pravé jen v pripadé, Ze jsou si vSechna
zk, k = 1,2,...n, rovna. Tuto nerovnost, kterou budeme nazy-
vat AG-nerovnosti, prepiSeme do méné obvyklého ekvivalentniho
tvaru

n

AT i DI IR o
n

(12)

zle ...xn

INéktefi autofi chapou Bernoulliovu nerovnost ponékud obecnéji; srovnej
napft. s [Kla]. Nerovnost pouzil r. 1689 JAKOB BERNOULLI (1654 — 1705), znal
ji v3ak jiZ prokazateln& Isaac BARROW (1630 — 1677) v r. 1670; viz [Wa],
str. 28.
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Je podstatné, ze 1 tuto nerovnost umime dokazat jednoduchymai
prostfedky: staci nam k tomu matematicka indukce. Pro dva
Cinitele je jeji zduvodnéni trivialni:

2
122 < (%) = 0< (z1—x2)” . (13)

Indukci 1ze postupovat dvojim zpusobem: prvni se opira o dikaz
pro n tvaru 28 k = 1,2,..., a posléze o prechod od n k n — 1
(nékdy se hovori o ,zpétné indukci®); druhy, ktery pouzijeme, je
sice pro zaky nasich strednich skol patrné ,méné rutinni®, ale je
Jednodussi.

Nejprve si povSimneme, ze tvrzeni zfejmé plati v pripadé,
ze alespon jedno z cisel x4, £ = 1,2,...,n, je 0, nebo plati-l
ry = x93 = --- = &,. Tyto pripady dale neuvazujeme. Pokud
nahradime v (12) vSechna z, nasobky Az,, dostaneme

n
A2z gy < A7 <x1+x2+...+xn> ;

n
Ize tedy predpokladat, Ze plati

zit+e2+--+zp=n
a provést dukaz pouze pro tento pripad; pokud tomu tak neni, lze
prejit od z¢ k yo = nze(z1 + -+ z,)" Y £ = 1,...,n, kterd
tuto podminku jiz spliuji. S ohledem na komutativitu scitani
a nasobeni a predem vyloucené pripady staci tedy v uvazovaném
pripadé ukdazat, ze plati z;z5-- -z, < 1. Pro n = 2 to plati, nebot
pak jsou nutné zq, s po eventualni vzajemné vyméné tvaru

Ty=r—€, To=2x-+E¢, O0<ex<l,

a plati

(x+€)+(z—6))2

a;lmz:xz—62<x2:< 2
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Necht tedy tvrzeni plati pro jisté n € N; ukdzeme, ze pak plati
1 pro (n+ 1), ¢imz bude diikaz indukci dokoncen. Predpokladejme
tedy, ze plati

Zi+z2+ - +zTpt+ T =n+1,

pricemz scitanci nejsou vesmés rovny 1. S ohledem na komutati-
vitu muzeme predpokladat, ze plati

ap1=1—~<]l, Zp=145>1
s €,7 > 0. Nyni pro z;, =z, + £p41 — 1 = 1 + 7 — ¢ plati
Ty +xo+---+z,=n, atedy zzy---z) <1
podle indukéniho predpokladu. S ohledem na
Tnang1 = (1+70)(1—€) = (1+n—¢) —ne <z

je

T1To - Tpyy < T1Z9---z, <1
a induk¢ni krok je tak dokoncen. Tim jsme hotovi s pripravnymi
Gvahami a jsme pripraveni dokazat ezistenci a jednoznacnost
funkce vyhovujici podminkdm (a) — (c).

PopiSme strucné postup diikazu: pomoci Bernoulliovy nerov-
nosti dokdzeme, ze v kazdém bodé z € R je (pfi fixovaném z) po-
sloupnost {a, } aZ na kone¢ny pocet ¢lenti neklesajici, posloupnost
{b,} aZ na konecny pocet ¢lent nerostouci a ze jsou obé omezené.
Pak ukaZeme, Ze maji stejnou limitu a Ze je rovna funkéni hodnoté
f(z). Posléze dokazeme pomoci AG-nerovnosti, ze limitni funkce f
vyhovuje podminkam (a) — (b), resp. i (c), ¢imz bude tvrzeni doka-
zano?. Podotknéme, ze obé nerovnosti (Bernoulli, AG-nerovnost)
bychom méli mit k dispozici pomérné velmi brzo a tak mizeme
napriklad Fici nejprve velmi vagné, ze se v jistém smyslu daji hod-
noty exp z, resp. kazdé funkce se stejnymi vlastnostmi (nemame

2Ne zcela prirozenym trikem lze i AG-nerovnost eliminovat; srv. [Ap].
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jesté dokdzanu jednoznacnost) priblizit libovolné presné pomoci
¢lent posloupnosti {a,}, {bn}. Lze zdiraznit, Ze exponenciala je
bodovou limitou polynomi, tedy algebraickych funkci.

Nejprve odhadneme s vyuzitim Bernoulliovy nerovnosti

a, _ [(n+z " n—1 "n+z'—1_
An_1 n n+x—1 n—1
n4+nz—n—z\ n+z—1
>

n?2+nz—n n—-1 -~

1 n n+x—1_
n2+4+nxr—n n—1

n—1 n+z—1
ntz—1 n-1
coz je pro dostatecné velkd n € N mozné vzhledem ke vztahu

2
>0 .
n+z—1

Odtud dostavame a,_; < a, pro vSechna dostatecné velkd n.
Zcela stejnym zplsobem dokdZzeme monotonii posloupnosti {b, }
(také pro dostatecné velkd n). Tato posloupnost je v§ak klesajici:
pouzijeme stejny ,trik“ na odhad podilu b,_1/b, zdola éislem 1.
Omezenost obou posloupnosti je disledkem (11).

K tomu, abychom ukazali, Ze obé tyto posloupnosti maji tutéz
limitu, staci dokazat, ze pro pevné zvolené z € IR a vsSechna
dostatecné velka n € N plati

v

L,

bn L an —+ 0 ;
poznamenejme, Ze obé posloupnosti a tedy 1 jejich rozdil jsou pro
dostatecné velka n monotonni. Je-li ng € N zvoleno tak, Ze pro
n > ng jsou jiz {a,} a {b,} monoténni, pak pro tato n dostavame
pomoci Bernoulliovy nerovnosti

b= (1-2) " (142)' s

<(-5) (0@
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Protoze pro kazdé ¢ > 0 a kazdé ¢ € R lze z predchozi avahy
nalézt takové n, ze pro vSechna m > n je b, — a,, < ¢, je

f(z) = lim <1 - %)n, r€eR. (15)

n—o00

Vidime tedy, ze exponenciala (pokud mame zarucenu jeji existen-
ci) je jednozna¢né urcena pomoci vztahu

T n
expz = lim (1+—) , r€eER;
n-— 00 n

(dokazali jsme de facto, ze kazda funkce uvedenych vlastnosti
je limitou sestrojenych posloupnosti funkci). Zavérecnou tvahu
je nejlépe provést az u definice limity, napfiklad jako jeden
z motivacnich prikladid. Pokud jsme schopni zvladnout definici
limity v nizs§im roc¢niku, miZeme naznacené vagni ivahy zpresnit
1 drive (ale také nikoli, pokud je to v nékteré skupiné zaku stfedni
skoly prakticky nemozné — pak jen prozradime vysledek).

K dikazu existence funkce popsanych vlastnosti potfebujeme
kromé definice limity i zakladni véty o limitach posloupnosti.
Nevidim ucelné je na tomto misté dokazovat, rad bych ale pripojil
komentar k probirani této partie na gymnaziu. Nepovazuji za
ztratu casu dvoji zacatek, tj. jeden vagni, ryze intuitivni a pak
teprve pozdéji, napf. az v oktavé, s potfebnou presnosti. Ono
intuitivni ,blizeni se“ lze pojmout napr. tak, ze {a,} se blizi
k a, jestlize v libovolném intervalu (a, B) takovém, Ze a € (a, fB)
lezi skoro vSechna a,, kde skoro vSechna (zkratka s.v.) z hlediska
nekonecnosti N znamena vsechna aZ na konecny pocet. Jde tedy
vlastné o presnou definict, ale po jejim prvnim vysloveni neni jesté
nutné zaky trapit ivahami o kvantifikatorech apod.

Tento pristup lze snadno modifikovat jak smérem k e-d—definici,
tak 1 ,topologickému“ pojeti (jeho vyhodou je snadny a pfirozeny
prechod k nevlastni limité; abych predesel pripadnym podezrenim,
upresnuji, ze podle mého presvédceni by se z této casti mélo zakum
gymnazia predvést pouze to, ze geometricka fada s kvocientem > 1
a harmonick4 fada Y .., n~! diverguji k +00). Dale explicitné
vymezme minimalni program tykajici se limit posloupnosti:
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e Definice posloupnosti, jeji omezenost a monotonie, vybrand
posloupnost.

e Definice (vlastni) limity posloupnosti vIR; jednoznacnost; limita
vybrané posloupnosti; ariom tuplnosti R.

e Konvergentni posloupnost je omezend.

e Limita a nerovnosti, tj.

(ap @ a>0)= (an >0 pros.v. n),
(an >0, ap, > a) = (a>0) .

e Limita a aritmetické operace. tj.

(an = a, by > b) = (a, £ b, 5 a ),
(a¢n = a, by > b) = (an - b, 2> a-b),
(an = a, by > b#0)=> (b;' = b~ | a,/bp — a/b) ;

posledni tvrzeni o podilu a i néktera jina ani potfebovat nebude-
me, organicky sem vsSak patri.

Vratme se k nasemu vySetfovani exponencialy: k dokonceni
dikazu existence musime ukazat, ze limita v ,definicni“ rovnosti
(15) vpravo vyhovuje rovnici z (a), tj. (4) a podminkam (b) a (c)
z dokazované véty.

K tomu se vyborné hodi AG-nerovnost; srovnej [Me], [Wa],
str. 78, nebo jiny pristup v [Kla], str. 24 a 45. Polozme tedy

@) = lim (1+-§-)n, reR,

n —r o0

a dokazme, ze f vyhovuje rovnici (a). Z trividlni AG-nerovnosti
pro nezapornd z1, s (13) plyne pro kazdou dvojici bodi z,y € R

a pro s.v. n
N y " (L'+ 2n
(1+5)" (1+4) 5(1+ y) ,
n n 2n

a po limitnim pfechodu pro n — oo (limity existuji, vyuzivame
tvrzeni o soucinu limit) dostavame f(z).f(y) < f(z + y). Pro
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obracenou nerovnost vyuzijeme opét AG-nerovnost, tentokrat ve

tvaru (14). Z ni plyne opét pro kazdd z,y € R a pro vSechna
dostatecné velka n

(+358) 0+

B n n
s(1+””+y+”—’;’) =(1+2)" (1+%)",
n n n

n

z niz dostaneme opét limitnim prfechodem potfebnou nerovnost
f(z+y) < f(z) f(y), a tedy funkce f spliiuje funkcionalni rovnici
(4). Protoze je pro libovolné ¢ € R posloupnost {a,} od jistého
n monotonni a z/n > —1, lze opét pouzit Bernoulliovu nerovnost
a odvodit

f(x)2(1+£) Zl+n£:1+z.
n n

Tim jsme dokézali, Ze f mé vlastnost (b).

Problémem zistava (c), nebot bychom méli de facto dokazat
Darbouxovu® vlastnost jedné specidlni spojité funkce. Bylo by
neumérnym plytvanim silami snazit se dokazat tuto vlastnost
z definice (proto se tato vlastnost postulovala, 1 kdyz se to
z nadhledu ukézalo jako zbytecné).

Mizeme vsak ideu dikazu pfiblizit. Necht funkce f ma vlast-
nosti (a) a (b), avSak nenabyva hodnoty T' > 0. Zvolime ¢; € N
tak, aby f(t1) < T < f(t1 + 1) a polozime t; + 1 = t|. Z ¢&i-
sel t1 + k/10, k = 0,...,9, nalezneme to nejvétsi, pro néjz je
f(t1 + k/10) < T a polozime je rovno t3, zatimco t;, definujeme
Jako t2 + (k + 1)/10, atd. Pak existuje takové ¢ > 0, Ze t, /' z
at, \yz. Plati vSak T} = lim f(t,) < T < lim f(¢}) = T3 a ta-
ké T < f(z) < T3, tedy alespon jedna nerovnost je ostra. Proto
(f(t)— f(z))/(t — ) nema pro t — & vlastni limitu f(z), coz vede

3GasTOoN JEAN DARBOUX (1842 — 1917) byl od r. 1900 sekretafem
francouzské akademie. Vdééime mu za mnoho origindlnich vysledka z vice
oblasti matematiky. Zminé&na vlastnost se nékdy nazyva ,,vlastnosti nabyvani
mezihodnot* .
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ke sporu s formuli (8’) a po ni nésledujici Gvahou. Nastinéna kon-
strukce neni tézka a zakim pripomene zikladni experiment pfi
zavadéni /2, je ale relativné zbyteén4; neuskodi totiz konstato-
vani, ze se s dikazem obecnéjsiho tvrzeni zaci setkaji pozdéj pri
dalsim studiu a Ze se zde dikaz proto vynecha.

I kdyz se nepodari dosahnout toho, Ze latku pochopi vsichni
Zdct, mélo by tém lepsim uviznout v hlavach dostatek poznatki, na
néz lze navazat. Jako o doplnku této partie (napf. v nepovinném
seminari nebo v ramci vypoctu v zakladech informatiky, ¢i pri
demonstracich na pocitaci) lze uvazovat o vyjadreni Cisla e; neni
obtizné dokazat, ze (viz napf. [Jal)])

1\" 1
e=dim (147) =20

Oznacime-li pak si Castecné soucty rady vpravo, lehce lze obdrzet

odhad
1

n-n!’

0<e—s, <

ze kterého se pak jiz vcelku jednoduse dokaze, ze ¢islo e nent racio-
nalni. Toto lze zvladnout patrné jen s vyspélejsimi zaky stredni
skoly, je to vSak uzitecné pro poznani, Ze bez prace s iracional-
nimi ¢isly se nemiZeme obejit; popsané doplinky naleznete opét
napf. v [Jal].

Co podniknout s logaritmem

Bylo by mozné zacit i od logaritmu, museli bychom vsak
stejné provést fadu analogickych tuvah jako vyse. Na druhé strané
muzeme tézit z toho, Ze jsme jiz mnoho véci dokazali. Prirozeny
logaritmus tedy definujme jako inverzmi funkci k exponenciile.
Pozor, je to pojem obtizny, neni proto vhodné sSetiit pfi vykladu
obrazky i jednoduchymi priklady.

Na okamzik oznaéme exponencidlu symbolem f a symbolem
o operaci skladani funkci. Pak plati pro inverzni funkci f=1 (jde
o specialni pfipad obecnéjsi situace)

1 of(z) ==z, z €ER, fof‘l(u) =u, u € (0,+00) ;
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pro u := f(z), v := f(y), je tedy f~}(u) =z, f~!(v) = y. Snadno
dostaneme

wv = f(z) - f(y) = f(z +y), atedy f7' (wv) = 71 (u) + f71(v)

srovnanim s (2) vidime, Ze jsme na spravné stopé: inverzni funkce
k exponenciale skutecné vyhovuje zakladni rovnici pro logaritmy.
Zménime nyni oznaceni a budeme znacit pomoci f inverzni funkci
k exp. Stejnou tivahou jako jsme dospéli k funkcionalni rovnici
dospéjeme postupné k dalsim podminkam a k formulaci tvrzeni

Existuje jedina funkce f, pro kterou plati pro vsechna z,y € R

(a’) f(zy) = f(=) + f(y) ,
(b’) f(x) Sx—li

() f:(0,400) 3 R.

Okamzité odvodime disledky, které z (a’) a (b’) lehce vyplynou:
z (b’) vyplyva dosazenim f(z) = f(z) + f(1), takZe zfejmé plati

f(1)=0.

Déle pro z € (0, +00) lehce dostaneme

0=1m=1 (1) =@ +1(}) ,

tedy pro vSechna z € (0, +00) je

f(z) = —f(=) .

Zaroven dostavame pro z,y € (0, +00)

(%) =1@)-10).

Vzhledem k (b’) plati

f(z) <0,z€(0,1)a f(z) >0,z € (1,4+00) .
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Konec¢né ze vztahu

f(2?) =2f(2) ,
f&) = f(a™ - z) = f(z") + f(z) = (n+ 1) f(z)

dostavame indukci pro vSechna = € (0,00) an € N

f(")=nf(z) .

Snadno téz ukazeme, Ze pro p celé a ¢ prirozené, resp. r € Q plati

f(z19) = (p/q) f(2), resp. f(z")=rf(z).

K tomu staéi poloZit P/9 =t a uvazit, ze pak «P = t9 a tedy
pf(z) = f(a) = f(t9) = qf(¢), resp. f(t) = (p/q) f(z),
odkud jiz snadno vyplyne zadané.

Jesté jednou maly nadhled

Vsimnéme si, Ze vSechna feSeni rovnice (2) nabyvaji v bodé 1
hodnoty 0; pouZijeme k inspiraci rovnosti v (8’); hledejme tedy
feSeni rovnice (2), pro néz plati

lim L&+ 1)

z—0 z

= (16)

Snadno nahlédneme, Ze jde o podminku

=)

ty 75 =1 i
coz s ohledem na f(1) = 0 dava
. f@) = F) _ oy
- e el M AR
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Zkusime podobnou tvahu, jakou jsme jiz Gspésné pouzili pro pfi-

pad rovnice (4), i na (2):

fle+h)—fz) . flz+h)/z) _
= lim A =

f'(z) = lim

h—0 h Ilz
= lim f(h/z+1) ) 1 — H .
h—0  h/z z
Snadno jsme tedy vypocetli, ze kazdé feSeni rovnice (2) vyhovujici
na intervalu (0, 00) podmince (16) nebo (17) spliuje podminku:
f'(z) = 1/z (a samozfejmé podminku f(1) = 0).

Pokud bychom pouzili zdkladnich znalosti o primitivnich funk-
cich, ukaze se, ze takovym Fesenim rovnice (2) je opét jedind funk-
ce. Dospéli jsme zaroven k poznatku, ktery v historii logaritmu
sehral vyznamnou roli, tj. k jeho souvislosti s hyperbolou zy = 1.

Zde si povsimneme toho, ze problém jednoznacnosti feseni
(2) byl vcelku jednoduse fesitelny na zédkladé jedné hlubsi véty*
realné analyzy, rozhodné vsak jednoduseji nez problém jedno-
znacnosti feSeni (4). Analyzujeme-li situaci, jde o jednoduchou
aplikaci Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté. Ta vSak patfi mezi
yhlubsi tvrzeni“, nebot jeji dukaz vyuzivad tvrzeni o nabyvani
maxima pro spojitou funkci na uzavieném intervalu. Pro kazda
dvé diferencovatelna feseni f, g rovnice (2) mame

(f=9)(e)=f'(e) - d'(x) = z=!1=0,
a tedy jejich rozdil (na intervalu (0,00)) musi byt konstantni.
S ohledem na rovnost f(1) =g(1) =0je f=g. ‘

Zpét na zem ...

Vratme se vsak zpét k jednodussim tivaham.® Nejjednodussi je
pouzit to, co jiZ mame dokdzano o exponenciale: z je)ji existence

4Véty, které vyuzivaji uplnosti redlné osy, byva zvykem oznafovat jako
,hlubsi véty analyzy“, ale i ony jsou podle mého nazoru ruzné technicky
slozité. Zde pouzita veta patrl k tém ,,méné obtlznym

vvvvvv

predstavit, Ze v oktavé se podobna Givaha provest Jiz da.



142 JiIRi VESELY

a jednoznacnosti dostavame totéz pro logaritmus. Musime ukazat
to, co jsme v opacném poradi délali pfi motivacni Gvaze: je tfeba
dokazat, ze kaZdd funkce f vyhovujici (a’), (b’) a (c’) ma za
inverzni funkci exponencialu.

Lze si snadno predstavit, ze by ucitel z néjakych divodi chtél
zacit od logaritmi a na nich si ,vSe odpracovat®. I to je mozné,
je to tak napftiklad provedeno v [BF]. Ve zna¢né zhusténé formeé
naznacme, jak se to da udélat. Z nerovnosti obsazené v (b’) plyne

proz > 0
i@=1(3)st-1,

x

takze dostavame dvojici nerovnosti
1
-2 <fz)<o—1. (18)
&

Protoze pro vsechna h > 0 plati vztah

f(r+h)—f(r)=f(1.+—z-) >0,

dostavame odtud fakt, Ze log je rostouci (a tedy prosta) funkce

na (0,00). Snadno dospé&jeme® dosazenim {/z za z do (18)
k nerovnostem, které plati pro vsechna = > 0:

-z < f(@/") <2t -1,

- n (1 = if) <fl@)<n(¥z-1) . (19)

S nalezenymi posloupnostmi se jiz postupuje obdobné jako vyse
s (11) v pripadé exponencialy.

6Zde preskakujeme jedno tuskali: existence n-té odmocniny neni viibec
samoziejma, ale neni to vS8ak nadmérné obtizné.
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Jesté neni konec

Nyni si jiz patrné kazdy dokaze predstavit, jak definovat
obecnou exponencialu ¢i obecnou logaritmickou funkci (o jiném
zdkladu). KIi¢ lezi ve vztahu

a® :=exp(bloga), a€ (0,400), bER. (21)

Za zminku stoji, ze tyto funkce vyhovuji opét zkoumanym funk-
cionalnim rovnicim, k jejich jednoznacnému urceni je tfeba jen
modifikovat dodateénou podminku. Jestlize jesté definujeme cislo
e jako takovou hodnotu a € R, pro kterou je loga = 1 (ekviva-
lentné: e = exp 1), dostavame

expr = ¢€” a” = exp(zloga) , z® = exp(blogz) ;

u posledniho vztahu je potfeba malé vysvétleni, nebof jde vlastné
o Jisté rozsifeni ¢1 modifikaci stavajici definice: je tfeba fici, zZe
Je nékdy ucelné mit napr. {‘/E definovanu na celém R a dospét
ke konsistentni dohodé (nejprve se musi ukazat, Ze staré a nové
oznaCeni, zavedené jinym zpiusobem, nejsou ve sporu). Jde vsak
o uvahy zcela bézné.

Na zavér malou filosofickou Gvahu: krasné a tézké véci nejsou
nikdy dostupné bez jisté namahy. Kralovskych cest neni nikdy
dost a k mnoha vécem takovy pristup neexistuje.” Dobry uditel
by je mél hledat cely zivot: je délnikem, Casto mizerné placenym,
pfichdzejicim mnohdy po krkolomnych cestich do mist, kam
pomaha budovat cesty lepsi. Jeden fakt je vcelku zfejmy: se
,vzdélavacimi dalnicemi“ vedoucimi odkudkoli kamkoli se pocitat
neda.

Védomosti nejsou zbozi a nedaji se koupit ani v rozvinuté trzni
spolecnosti. Lepsi ucebnice nebo snazsi pristup k informacim se
sice koupit daji, ale ne norimbersky trychtyt. Cestu ke vzdélani si
lze penézi nékdy ulehéit, je vSak otdzkou, zda je to vidy dobré.
Vede to k tomu, ze si védomosti nékteri prestavaji vazit. Zejména
u lidi, ktefi se domnivaji, Ze védi vSechno, je toto nebezpeci
znacné. A tak je vlastné docela dobré, ze kralovské cesty v podstaté
neeristuji.

"P¥irodni zdkon o zachovani nutné namahy funguje velmi spolehlivé.



144

[Ap]
(BF]
[Bo1]

[Bo2]

[BT]
[Cel]
[Ce2]
[Cer]

[Ca]

[Do]
[Da]
(Ed]
[Ev]
[Go]
[Jal]
[Ja2)

[Kla]
(Kle]

[KIi]
(Ko]

(7]

JIRi VESELY

LITERATURA:

Apostol T. M. and al., A century of calculus I, 1I, The Mathematical
Association of America, 1992.

Barner M., Flohr F., Analysis I, Walter de Gruyter, Berlin, 1987.
Bourbaki N., Elements of the History of Mathematics, Springer Ver.,
Berlin, 1994, (preklad francouzského vydani z r. 1984; rusky preklad
drivejsiho vydani je z r. 1963).

Bourbaki N., Funkci: déjstvitélnogo peremenogo, Nauka, Moskva,
1965, (rusky preklad francouzského dila ,Fonctions d’une variable
réelle (Eléments de Mathématique, Livre IV)).

Blum W., Térner G., Didaktik der Analysis, Wanderhoek & Ruprecht,
Gottingen, 1983.

Cech E., O funkcich =, €%, logz, sinz, cosz., Casopis pro pést. mat.
82 (1957), 208 — 216.

Cech E., Elementdrni funkce, Jednota eskoslovenskych matematikt
a fysiku, Praha, 1947.

Cerny 1., Matematickd analyza (1. édst), TU Liberec, Ped. fakulta,
Liberec, 1995.

Cauchy L. A., Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique, Vol. 1
Analyse algébrique (Chap. V.), (Buvres, Ser. 2, Vol. 3, Paris 1897,
pp- 98 — 113, 220, Paris, 1821.

Dontova E., Matematika I (pro JCHI), Vydavatelstvi CVUT, Praha,
1993.

Davidov L., Funkciondlni rovnice, UVMO v Mladé Fronté, Praha,
1984.

Edwards C. H., The historical development of the calculus, Springer,
New York, 1979.

Eves, H., An introduction to the history of mathematics, CBS College
Publishing, New York, 1982, (5. vydani, prvni je z roku 1953).
Goldstine, H. H., A History of Numerical Analysis from the 16th
through the 19th Century, Springer Ver., New York, 1977.

Jarnik V., Diferencidini pocet I, Academia, Praha, 1984, (7. vydani,
prvni je z roku 1946).

Jarnik V., Integrdini pocet 1I, Academia, Praha, 1984, (4.vydani,
prvni je z roku 1955).

Klambauer G., Aspects of Calculus, Springer Ver., Berlin, 1986.
Klein F., Elementarmathematik vom héheren Standpunkt aus, Sprin-
ger Ver., Berlin, 1908.

Kline M., Mathematical Thoughts from Ancient to Modern Times,
Oxford University Press, New York, 1972.

Koecher M., Klassische elementare Analysis, Birkhduser Ver., Basel,
1987.

Lukes & kol., Problémy z matematické analyzy, SPN, Praha, 1972.



[Me]
[Ne]
[Ru]
[Sm]

[Stu]

[To]

[Wa]

[Wh]

EXISTUJE KRALOVSKA CESTA K EXPONENCIALE A LOGARITMU? 145

Mendelsohn N. S., An Application of a Famous Inequality, Amer.
Math. Monthly 58 (1951), 563 — 565.

Neuman F., Funkciondlni rovnice, SNTL (Matematicky seminar 24),
Praha, 1986.

Rudin W., Principles of Mathematical Analysis, McGraw-Hill Comp.,
New York, 1976.

Smital J., O funkcidch a funkciondlnych rovniciach, Alfa, Bratislava,
1984.

Struik D. J., Déjiny matematiky, Orbis, Praha, 1963, (¢esky preklad
némeckého origindlu Abriss der Geschichte der Mathematik, Berlin,
1963; existuje rovnéz rusky preklad, ktery je snadno dostupny).
Toeplitz O., Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung, Erster Band,
Springer Ver., Berlin, 1949, (svazek LVI fady ,Die Grundlehren der
Mathematische Wissenschaften* ).

Walter W., Analysis 1, Springer Ver., Berlin, 1992, (3. vydani, pavod-
né tfeti svazek fady , Grundwissen Mathematik" ).

White A. J., Real analysis: an introduction, Addison- Wesley, London,
1968.

* K K

D

René Descartes

Jednou rano vzbudil jsem se v obave,
ze lezim v ci1zi kartézské soustavé.
Upokojil jsem se ale brzy.

— Z4dn4 soustava mi nenf cizi!

E. Calda



