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TROJUHELNIKY A POSLOUPNOSTI (2)

PAVEL LEISCHNER

Vratme se nejprve k tloze 2 z ¢lanku Trojuhelniky a posloup-
nosti (1) otisténém v minulém dEisle:

Délky stran a, b, ¢ (a < b < ¢) trojuihelniku, ktery je vepsan
do kruznice o poloméru 5 cm, tvori tfi po sobé jdouci ¢leny
aritmetické posloupnosti. Uréete obvod trojuhelnika, je-li b =
=9 cm.

Jak jiz bylo uvedeno, zaci urcilio = a+b+c = (b—d) + b+ (b+
+d) = 3b = 27 cm. U¢itelka Jana je pak smérovala ke konstrukci
tohoto trojihelnika, aby zjistili, Ze Gloha nema feSeni (trojahelnik
neexistuje). Uvedme nyni numerické reseni:

Polozme

(3) a=9-d,b=9.c=9+d.

Porovname-li Heroniiv vzorec pro obsah trojuhelnika s vyjadre-
nim obsahu pomoci stran a poloméru R opsané kruznice, mame

Vi@ -0 (=1,

kde s je polovina obvodu trojihelnika. Po dosazeni vztaht (3),
umocnéni a jednoduché upravé dostaneme bikvadratickou rovnici

d* + 138 - d? 4 486 = 0,

jejiz nezaporné koreny jsou

d1,2 == V 69 + 15@,

tj. d = 11,59, da = 1,90.

Mgr. Pavel Leischner (1948), absolvent PfF UJEP (nyni MU) Brno
(matematika — fyzika), odborny asistent na katedfe matematiky JU Ceské
Budéjovice.
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Uvazme, ze feSeni musi spliiovat trojuihelnikovou nerovnost
0 < ¢ < a + b a nejdelsi strana trojuhelnika nemize byt vétsi nez
priamér opsané kruznice. To vede po dosazeni z (3) na podminky

(4) O<d<g=4j
a
(5) d<2R-b=1,

které nami urcéené kotfeny nespliiuji.

Tohle byl Janin zptsob vypoctu. Poznamenejme jeSté, ze
ze vSech trojihelniki vepsanych do téze kruZnice ma nejvétsi
obsah trojihelnik rovnostranny (viz napf. [3]). S vyuzitim tohoto
poznatku je vypocet jednodussi:

b
% < 0,5R? - sin 120°.
’ 7 v ’ 125 2 v .
Po dosazeni a apravé mame 1 < 81— ——= < d“, coz nevyhovuje

3v3
podmince (5).

Zabyvejme se nyni obecnéji trojihelniky, jejichz délky stran
a,b,c (a < b < ¢), tvofi aritmetickou posloupnost. Ve shodé
s predchozimi avahami je a = b—d, ¢ = b+ d a plati s = 1,5b.
Z trojuhelnikové nerovnosti (stejné jako u vztahu (4)) zjistime

b
0<d< 3" Oznac¢me r polomér vepsané kruznice a v, vySku na
stranu AC'. Dvojim vyjadfenim obsahu trojihelnika

§:1 = % by
zjistime v, = 3r. Je-li trojahelnik navic pravothly, je a = v a
tedy b = 3r +d. Z Pythagorovy véty (b—d)?+b? = (b+d)? mame
navic b =4d, takzed=r,a=3r,b=4r a c = 5r.
VSechny pravouhlé trojihelniky, jejichZ délky stran tvori arit-
metickou posloupnost, jsou navzajem podobné a jejich rozméry
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jsou urceny ¢iselnou volbou poloméru r vepsané kruznice. Vlast-
nosti takovych trojihelnikt prehledné vystihuje obrazek 4. Snad-

.o ’ v v ’ v . . C
no zjistime, ze polomér opsané kruznice je R = > 2,5-r, obsah

trojihelnika je S = -é— -ab = 6r% a podobn& bychom mohli pomoci
r vyjadfovat v trojihelniku i jiné délky. Jana si pri préaci s zaky
obrazek predstavovala a tak mohla zpaméti zadavat tlohy a hned
védéla i jejich feSeni. Zadala—ii naptiklad R = 7,5 cm, udélala to
volbou r = 3 cm a bylo ji hned jasné, ze a = 9 cm, b = 12 cm,
c=15cm, S = 54 cm? atd.

Y/

A

|
|
|
|
1
A M B
Obr. ¢. 4

Snad stoji za zminku, Ze k obrazku 4 jsme se nemuseli pracné
,propocitavat“. NaS§ trojuhelnik ma totiz a + ¢ = 2b a tim je
jednoznac¢né urcen jeho tvar. Sta¢i uhodnout, Ze jeden z mnoziny
navzajem podobnych trojihelnik ma strany délek 3, 4 a 5 a zjistit
= L

Vsimnéme si jeSté postaveni pravouhlého trojihelnika v mno-
ziné vSech trojuhelniki, které maji vSechny stejné dlouhou stranu
b a jejichz délky stran jsou ¢leny aritmetické posloupnosti s pro-
stfednim C¢lenem b. Z predchozich tvah plyne, Ze diference pri-
slusnych posloupnosti patfi do intervalu (d;,dz), kde d; = 0 a
s = %. Hodnota d; odpovida rovnostrannému trojahelniku, pri
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hodnoté d; se trojuihelnik zvrhne na Gsecku. Pravouhly trojahelnik
ma diferenci rovnu aritmetickému primeéru obou meznich hodnot:
d= it

Ulohy:

6. Dokazte, Ze v libovolném trojihelniku, jehoZz délky stran
tvori aritmetickou posloupnost, plati (pfi oznaceni pouzivaném
v €lanku):

6Rr =b% —d
1272 = b? — 4d?

7. Uvazujme trojtahelnik, jehoz délky stran a,b,c (a < b < ¢)
tvori geometrickou posloupnost s prvnim ¢lenem a. Dokazte:
a) Kvocient ¢ této posloupnosti spliuje vztah ¢; < ¢ < g2, kde
1++5

@1=lag = (pomér zlatého fezu).
b) Je-li trojahelnik navic pravouhly, pak jeho kvocient je

geometrickym primeérem cisel g1, go.

LITERATURA:

[3] P. Leischner, Trojihelnik vepsany do kruzZnice, Rozhledy matematicko-
fyzikalni, 70 (1992), 204.



