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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 20. - 23. 4. 1997 se na Gymnaziu v Jevicku uskutecni-
lo celostatni kolo 46. ro¢niku Matematické olympiady kategorie A.
Zverejnujeme zadani a feseni Gloh, seznam vitézi a Gspésnych re-
Siteli. Soucasné zverejnujeme tlohy prvniho kola pristiho ro¢niku
Matematické olympiddy, kategorii A, B, C, pro skolni rok 1997-
1998.

Ulohy celostatniho kola 46. roéniku
matematické olympiady
Jevicko, 20.-23. dubna 1997

1. Oznacme strany a uhly trojahelniku ABC obvyklym zpiiso-
bem. Dokazte, Ze z rovnosti a = 38 plyne (a? — b*)(a — b) = bc?.
Rozhodnéte, jestli také obracené z rovnosti (a? — b?)(a — b) = bc?
plyne a = 3. (J. Simsa)

Reseni. Je-li @ = 38, je v = m — 4P, takze podle sinové véty plati
a=Ksin338, b= Ksinf, c¢= Ksin4p, (1)

kde K je kladné c¢islo. Proto v prvni C¢asti reSeni staci oveérit
identitu

(sin? 33 — sin® 8)(sin 33 — sin 3) = sin B sin” 4. (2)
Podle zndmych goniometrickych vzorct plati
(sin 34 — sin 8)% = (2cos 26 sin §)? = 4 cos? 2B sin® 3,
sin 33 + sin 3 = 2sin 2 cos 3
a odtud pro levou stranu rovnosti (2) plyne
(sin® 38 — sin? B)(sin 33 — sin B) =
= (4 cos® 283sin’ ) - (2sin 23 cos B) =
= (2sin B cosB) - (2sin2B cos2f3) - 2sin Fcos 23 =
= sin 23 - sin4f - 2sin 3 cos 23 = sin B sin? 45.

Tak jsme dokézali, ze (2) plati pro kazdé 3.
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Vysvétlime nyni, pro¢ opa¢né implikace neplati. Funkce sinus
ma periodu 360°, takze strany trojihelniku ABC jsou tvaru (1)
i v pripadé, kdy plati @« = 33—360° (ay = 540°—4/3), napt. pokud
a = 15° B = 125° a v = 40°. Pro trojuhelnik s takovymi
vnit¥nimi ahly plati (jak jsme dokazali) rovnost (a? — b?)(a —b) =
bc?, prestoze a # 313.

2. Kazda strana i uhlopricka pravidelného n-thelniku, kde
n 2 3 je liché, je obarvena bud modrou, nebo ¢ervenou barvou.
Je povoleno prebarvovat tyto tsecky pouze tak, ze v kazdém kro-
ku vybereme jeden vrchol a zménime barvy vSech usecek, které
z néj vychazeji (z modré na ¢ervenou a naopak). Dokazte, ze kazdé
vychozi obarveni lze timto postupem zménit tak, aby pak z kazdé-
ho vrcholu vychazel sudy pocet modrych tusecek. Dokazte rovnéz,
ze takové vysledné obarveni je vychozim obarvenim jednoznacné
urceno. (J. Kratochwvil)

Reseni. Nejprve si uvédomime, ze vysledek prebarvovani nezavisi
na poradi vrcholti, podle kterych prebarvujeme, ale pouze na tom,
kolikrat podle kterého vrcholu prebarvujeme. Jsou-li Ay, Ao, ...
..., A, vrcholy daného n-uhelniku, ozna¢me p; pocet provedenych
piebarveni vzhledem k vrcholu A; a p = Y 7 | p; jejich celkovy
soucet. Usecka A;A; zméni barvu, pravé kdyz provedeme prebar-
veni vzhledem k jednomu z vrcholi A; nebo A;. Ve vysledném
piebarveni tedy tsecka A;A; zméni barvu, pravé kdyz p; +p; = 1
(mod 2). Pocéet modrych Gisefek vychazejicich z vrcholu A; mé ve
vysledném obarveni stejnou paritu jako v pocatecnim obarveni,
pravé kdyz

Y (pi+p)=m—-1pi+> pj=p-p;=0 (mod2)
i i

(vyuzivame skutecnost, Zze n je liché).
Ukazeme, ze kazdé vychozi obarveni lze prebarvit tak, aby
z kazdého vrcholu vychazel sudy pocet modrych tusecek: Budeme



postupné prebarvovat vzhledem k tém vrcholim, z nichz v pt-
vodnim obarveni vychézel lichy po¢et modrych tsecek (bude tedy
p; = 1, pokud v ptivodnim obarveni vychazel z vrcholu A; lichy
pocet modrych usecek, p; = 0 v opac¢ném pripadé).

Oznacime-li a; pocet modrych tsecek vychazejicich z vrcholu

n
A;, je Y a; rovno dvojnéasobku celkového po¢tu modrych tsecek,
-
a proto jle lichych a; sudy pocet. Pro pravé popsané prebarvovani
n

je tedy p; = 1 pro sudy pocet vrcholi A; a p = ) p; je sudé.
Pro vrchol A;, z néhoz v ptivodnim obarveni vychét;el1 sudy pocet
modrych usecek, je p; = 0, takze parita poctu modrych tsecek
z néj vychazejicich se po prebarveni nezméni, a podobné pro vrchol
A;, z néhoz v plivodnim obarveni vychézel lichy pocet modrych
usecek, je p; = 1, takZe p—p; = 1 (mod 2), tj. lichy pocet modrych
usecek z néj vychazejicich se po prebarveni zméni na sudy.

Kdyby se nékteré vychozi obarveni dalo prebarvit na dvé riizna
obarveni, v nichz by z kazdého vrcholu vychéazel sudy pocet mod-
rych tsecek, bylo by také mozno jedno z téchto ,,sudych® obarveni
prebarvit na druhé. Ukazeme, Ze to nejde. Predpoklddejme tedy,
ze mame obarveni ¢, v némz z kazdého vrcholu vychazi sudy po-
¢et modrych usecek. Predpokladejme dale, Ze po prebarveni, pii
némz vuci vrcholu A; prebarvujeme p;-krat (i = 1,2,...,n), do-
staneme jiné obarveni o, v némz opét z kazdého vrcholu vychazi
sudy pocet modrych usecek. Je tedy p — p; =0 (mod 2) pro kaz-
dé i = 1,2,...,n, a tudiz p; = p; (mod 2), neboli p; + p; = 0
(mod 2) pro kazdé i¢,j = 1,2,... ,n. Potom ale zadna tsecka po
prebarveni nezménila barvu. Obarveni ¢ a o jsou tedy totoznd, to
znamena, ze ke kazdému obarveni existuje jediné, které z néj lze
dostat popsanym zpusobem a v némz z kazdého vrcholu vychazi
sudy pocet modrych usecek.

3. Ctyistén ABCD je beze zbytku rozdélen na pét konvexnich
mnohosténi tak, Ze Zadnd jeho sténa neni rozdélena a prunik
kazdych dvou z péti vzniklych mnohosténti je bud spole¢ny vrchol,
nebo spole¢né hrana, nebo spole¢néa sténa. Jaky je nejmensi mozny
soucet poctu stén téchto péti mnohosténti? (P. Hlinény)
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Reseni. Jelikoz kazdy mnohostén mé alespon ¢tyfi stény, hledany
nejmensi soucet musi byt alespon 5-4 = 20. Pokud by byl praveé 20,
museli bychom dany ¢tyrstén rozdélit na 5 ¢tyfsténi (za podminek
zadani). UkaZeme sporem, Ze to neni mozné. (V dikaze je mozno
se odvolat na reSeni tlohy letoSniho doméaciho kola, je vSak nutno
dat pozor na korektnost.)

Pripustme tedy, ze ¢tyfstén ABCD je rozdélen za podminek
zadani na 5 ¢tyfsténua Sy, S2, S3, Sy, S5. Stény daného ¢tyrsténu
délit nelze, proto kazda z nich je zaroven sténou (pravé) jednoho
z Ctyfsténd Si,...,Ss. Podle Dirichletova principu pak néktery
z nich, feknéme S;, nemd s ABCD zadnou sténu spole¢nou. To
vsak znamend, Ze S; obsahuje nejvyse dva z boda A, B, C, D —
piedpokladejme, ze S; neobsahuje vrcholy C, D.

Protoze dany tyistén je rozdélen beze zbytku, ¢tyrstén S musi
mit kazdou svou sténu spole¢nou D
s nékterym ze zbylych Ctyrsténi
Sy, S3, S4, S5 (s Zzddnym samo-
zfejmé nemuze mit spolecné sté-
ny dvé). Je-li tedy S; = BCDX C
CtyFstén obsahujici sténu BCD
daného Ctyfsténu, musi S; bez
ohledu na to, kterou sténu ma 4
s S5 spole¢nou, obsahovat vrchol
C nebo D, a to je spor s predpo-

kladem. B

Dalsim dileZitym poznatkem
je, ze soudet poctil stén ziskanych Obr. 1
mnohostént je sudy. Plyne to z toho, ze v souctu kazdou ze
Etyt stén Ctyfsténu ABCD zapoitiame pravé jednou (nelze ji
délit) a kazdou z dalsich stén pravé dvakrit (za kazdy ze dvou
mnohosténti, kterym je spoletnd). Proto tento soucet musi byt
tvaru 4 + 2k = 2(k + 2), takze se nerovna 21.

Nejmensi moznou hodnotou zkoumaného souctu je 22, pfislusné
rozdéleni (na tii ¢ty¥stény ACDE, BCDF a EFCD a dva
&tyiboké jehlany ABFED a ABFEC) vidite na obrazku.
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4. Dokazte, ze existuje rostouci posloupnost (a,)S>, priroze-
nych &isel takova, Ze pro kazdé prirozené ¢islo k 2 2 posloupnost
(k + an)32, obsahuje jen kone¢né mnoho prvocisel.

Rozhodnéte, zda existuje rostouci posloupnost (a,)S; priro-
zenych Cisel takovd, Ze pro kazdé celé &islo & 2 0 posloupnost
(k + a,)$2; obsahuje jen konecné mnoho prvocisel. (R. Kolldr)

ReSeni. Staci zvolit posloupnost a, = (n!)3, pro k > 2 stejné
jako pro k = 0 tvrzeni o posloupnosti (k + a,) zfejmé plati, pro
k =1 sta¢i vyuzit vztah 2 + 1 = (z + 1)(2? — z + 1).

5. Pro kazdé pfirozené Cislo n = 2 urcete nejvétsi hodnotu
vyrazu
Vn = sinx; cos xo+sin x5 cos x3+- - -+sin x,,_1 €OS x,,+Sin x,, os 1,

kde z1, z3, ..., x, jsou libovolna reilna ¢isla.

Reseni. Odhadneme-li shora kazdy séitanec sou¢tu V, podle
nerovnosti ab < -é—(a,2 + b?), kterd zfejmé plati pro libovolna realné
¢isla a, b, dostaneme odhad

sin® z14cos? o sin? To +cos? z sin? Tin +cos? Ty _n
Vi = : + A g a5 n
n = 2 2 2

2
Zkoumany vyraz nabyva nejvétsi hodnoty %n, nebot jak snadno
nahlédneme, pro hodnoty z; =z = --- = ;11-71‘ vyjde V,, = %n

6. Je dan rovnobéznik ABCD takovy, ze ABD je ostroth-
ly trojuhelnik a |[<BAD| = 45°. Uvnitf stran rovnobézniku lze
riznymi zpusoby vybrat body K € AB, L € BC, M € CD
a N € DA tak, aby KLM N byl tétivovy ¢tyruhelnik, jehoZ opsa-
na kruznice ma stejny polomér jako obé kruznice opsané troju-
helnikim ANK a CLM. Najdéte mnozinu prusecikt uhlopri¢ek
viech takovych ¢tyftahelniki KLMN. (J. Simsa)
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Reseni. Piedpokladejme, ze body K, L, M, N vyhovuji pied-
pokladim tulohy (viz obréazek). Z vlastnosti obvodovych uhli
ve shodnych kruznicich opsanych trojihelnikim AKN a CLM
a Ctyrahelniku K LM N plyne, ze kazdy z Ghla KLN, KMN,
LKM a LNM ma stejnou velikost jako shodné thly rovnobéz-
niku pri vrcholech A a C, tj. 45°. Proto jsou trojihelniky SK L
a SMN (S je prusecik uhlopticek KM a LN) rovnoramenné,
pravouhlé a stejnolehlé podle stredu S. Ve stejnolehlosti, ve které
bodu K odpovida bod M a bodu L bod N, se piimka AB zobrazi
na piimku CD, nebot K € AB, M € CD a AB || CD; stejné tak
se pfimka BC zobrazi na pfimku DA, takze prinik AB N BC se
zobrazi na prunik CD N DA, neboli bod B prejde do bodu D. To
znamend, ze bod S je vnitinim bodem tusecky BD. (Dodejme, ze
kazdy uvazovany Ctyfuhelnik K LM N je rovnoramenny lichobéz-
nik s navzajem kolmymi thlopfickami.)

Obr. 2 Obr. 3

Zvolme nyni naopak libovolny vnitini bod S tsecky BD a ukaz-
me, Ze je prisecikem thlopti¢ek nékterého z uvazovanych Ctyiu-
helniki K LM N. Prolozme zvolenym bodem S ,pricky“ PQ || AB
a UV || BC jako na obrazku. Shodné trojahelniky UBS a QSB
jsou podobné trojihelniku ABD, takze to jsou ostrothlé trojihel-
niky s nejmensimi vnitfnimi Ghly 45° pfi vrcholech U a Q. Proto je
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|SB| < |UB| a |SB| < |BQ|, takze kruznice k(S,|SB|) protina
usecku BU ve vnitinim bodé, ktery oznac¢ime K, a tsecku BQ
ve vnitfnim bodé, ktery oznacime L. Podle véty o obvodovém
a stfedovém uhlu plati

|<KSL|=360°—2-|<KBL|=360°—2-135° = 90°,

takze shodné thly SKL a SLK maji velikost 45°. Vnitini body
M a N usecek DV a DP uréime jako obrazy bodi K a L
ve stejnolehlosti se stfedem S, ve které B — D (a Q — P
a U — V). Z vlastnosti obvodovych Gihlii plyne, Ze takto sestrojeny
Ctyrahelnik K LM N mé potfebné vlastnosti, nebot kazdy z ahla
vyznacenych na obrazku 2 ma podle konstrukce skutecné velikost
45°,

Odpovéd: Hledanad mnoZina je Gsecka BD bez krajnich bodi.

ZADANI PRO SKOLNI ROK 1997-98
Kategorie A

A-I-1. Cislo 1997%" —1 je délitelné &islem 22 pro kazdé prirozené
¢islo n. Dokazte. (P. Kanovsky)

A-I-2. Je dan libovolny trojihelnik ABC. Osa vnitiniho thlu
BAC protne stranu BC v bodé, ktery oznacime U. Dokazte
rovnost |AU|? = |AB| - |AC| — |BU| - |CU|. MuZze tato rovnost
platit, nahradime-li bod U jinym vnitfnim bodem strany BC?

(J. Simsa)
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A-I-3. V jistém jazyce jsou pouze dvé pismena A a B. Pro slova
tohoto jazyka plati:

1) Jediné slovo délky 1 je A.

2) Libovolna skupina pismen X;X5X3... X, X,41, kde X; =
A nebo X; = B pro kazdy index i, tvori slovo délky n + 1,
pravé kdyz obsahuje aspon jedno pismeno A a pritom neni tvaru
X1Xy... XA, kde X1 X5 ... X, je slovo délky n.
Najdéte

a) vSechna slova délky 4,

b) vzorec pro pocet p, vSech slov délky n. (J. Zhouf)

A-I-4. Dany ¢tyistén ABCD mé shodné protéjsi hrany: |[AB| =
|CD| = p, |AC| = |BD| = q a |AD| = |BC| = r. Oznaéme K
stfed hrany AB a L stfed hrany CD.
a) Dokazte, ze primka K L je kolma k obéma hrandm AB a CD.
b) UkaZte, ze nejmensi mozna hodnota souctu |AE|? + |EF|? +
|FC|?, kde E a F jsou libovolné body piicky KL, je rovna

9 2 2 2
4 +g aal : (P. Leischner)

A-I-5. Kulicky sedmi rtznych barev jsou rozdéleny do sedmi
pytlika tak, ze v kazdych dvou pytlicich najdeme po kuli¢ce téze
barvy. Dokazte:

a) Kulicky nékteré barvy jsou zastoupeny v aspon tiech pytli-
cich.

b) Pokud byly rozdéleny od kazdé barvy jen 3 kulicky, pak
v Zadném pytliku nenajdeme dvé kulicky téze barvy.
Rozhodnéte rovnéz, zda takové rozdéleni kuli¢ek je za podminky
z tvrzeni b) viilbec mozné. (P. Hlinény)

A-I-6. Je dan pravouhly lichobéznik se zdkladnami a, ¢ (a > c)
a delsim ramenem b. Sestrojte primku, kterd dany lichobéznik
rozdéli na dva navzijem podobné ¢tyithelniky. Provedte diskusi
o poc¢tu feSeni vzhledem k délkam a, b, c. (J. Svrcek)
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Kategorie B

B-I-1. Magicky c¢tverec je ¢tvercova tabulka prirozenych cisel,
v niz je soucet vSech cisel v kazdém radku, v kazdém sloupci
i na obou tuhlopri¢kdch stejny. Najdéte vSechny magické ctverce
3 x 3, pro které je soucin ¢tyr ¢isel v rohovych polich roven 3 465.

(P. Cernek)

B-I-2. V roviné je déana primka ¢ a bod A, ktery na ni nelezi.
Urcete v této roviné mnozinu stiredi S vSech ¢tverci ABCD
takovych, Ze bod B lezi na primce gq. (J. Molnar)

B-I-3. Dokazte, ze pro kazdou trojici =, y, z kladnych c¢isel plati
nerovnost

a:yz( 2 + 2 - 2 )§ﬁ+\/§+\/2.

zT+y yY+z z4+=zx

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (J. Svrcéek)

B-I-4. Je dan ctyrstén, v némz kazdé dvé protilehlé hrany
jsou shodné. Uvnitt ctyrsténu existuje bod M, ktery je stejné
vzdalen od vSech jeho stén. Dokazte, ze kazda vyska daného
Ctyrsténu je rovna ¢tyrnasobku vzdalenosti bodu M od jeho stén.

(P. Leischner)

B-I-5. V oboru redlnych ¢isel feSte soustavu rovnic

ct+2y+3z2=22-22+p
y+2z2+3z=9>-22+p
z4+2r+3y=22—y2+p

kde p je redlny parametr. Provedte diskusi o po¢tu feSeni vzhledem
k parametru p. (J. Simsa)

B-I-6. Jaky nejvétsi obsah miize mit konvexni ¢tyrahelnik, v némz
obé tsecky spojujici stfedy protilehlych stran jsou shodné a maji
danou délku d? (J. Zhouf)
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Kategorie C

C-I-1. Pro libovolné trojciferné ¢islo ur¢ime jeho zbytky pii déleni
Cisly 2, 3, 4, ..., 10 a ziskanych devét Cisel pak secteme. Zjistéte
nejmensi moznou hodnotu takového souctu. (J. Simsa)

C-I-2. Najdéte vSechny trojihelniky ABC, pro které plati a +
Vo = b+ v, pii obvyklém oznaceni stran a vySek trojuhelniku.
(P. Cernek)

C-I-3. Sto déti se rozdélilo do tfi druzstev A, B a C. Poté, co
jedno dité prestoupilo z A do B, jedno z B do C a jedno z C
do A, se primérnd hmotnost déti zvysila v druzstvu A o 120g,
v druzstvu B o 130g, zatimco v druzstvu C se snizila o 240g.
Kolik déti bylo v jednotlivych druZstvech? (P. Cernek)

C-I-4. Uvnitf daného pravoihlého rovnoramenného trojihelniku
ABC s preponou AB zvolime libovolné bod X. Sestrojime prfimky
p a q, které prochazeji bodem X tak, ze p | AB a ¢ L AB.
Trojahelnik ABC vytind na primce p tsecku KL, na primce ¢
useCku M N. Urcete vSechny body X, pro které plati |KL| =
2. |MNJ. (J. Simsa)

C-I-5. Reste soustavu

T[z]+ 2y =1174
5z +2[y] = 91,9 ’

kde [a] je tzv. celd ¢ast redlného Cisla a, tj. celé ¢islo, pro které
plati [a] £ a < [a] + 1. Napiiklad [3,7] = 3 a [-3,7] = —4.
(P. Cernek)

C-I-6. Sestrojte deltoid se stranami 12cm a 13cm, ktery je
svymi tthlopfickami rozdélen na ¢tyfi trojahelniky, jez jsou ¢tyrmi
sténami né&jakého Ctyfsténu. Zhotovte papirovy model tohoto
étyfsténu. (S. Bedndiovd, P. Cernek)



Vysledkova listina celostatniho kola 46
kategorie A

. roéniku MO

Vitézove:
1. Petr Zima 3 G Kladno
2. Libor Barto 3 G Hellichova, Praha
3.-4. Jan Vybiral 4  GMK Bilovec
Tomas Brauner 4 G Mor. Krumlov
5.-7. Pavel Podbrdsky 3 G kpt. Jarose, Brno
Martin Viscor 2 G kpt. Jarose, Brno
Jan Spévak 4 G Hellichova, Praha
8. Jan Stovicek 3 G Kladno
Uspésni resitelé:
9. Tomas Hanzl 3 G kpt. Jarose, Brno
10.-13. Radek Pelanek 3 G kpt. Jarose, Brno
Jan Stola 4 G Zborovska, Praha
Petr Simedek 3 G kpt. Jarose, Brno
Lukas Vokrinek 2 G kpt. Jarose, Brno
14.-15. Jan Bfezina 4  GFXS Liberec
Jana Flaskova 4  Svob. cheb. 8., Cheb
16.-17. Ales Benda 4 GMK Bilovec
Roman RozZnik 3 G kpt. Jarose, Brno
18.-20. Eva BuresSova 2 G kpt. Jarose, Brno
Libor Inovecky 3 G Zborovska, Praha
Jiri Houska VII G Mik. nam., Plzen
21.-23. Oldrich Strazovsky 4 G kpt. Jarose, Brno
Ales Navrat 2 G kpt. Jarose, Brno
Filip Matéjka 3 G Zborovska, Praha

477776 38
575754 33
472775 32
757076 32
375771 30
426774 30
544764 30
462764 29
542744 26
444751 25
436750 25
457711 25
476-71 25
361752 24
507462 24
445442 23
-76712 23
467410 22
17-770 22
545413 22
750702 21
541461 21
441471 21



