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GEOMETRICKE POJETI PRAVDEPODOBNOSTI (2)

KAREL MACAK

4. Komentar k uloze o jehle

Na historicko-matematickém seminaii v Jevicku v srpnu 1995
se pii vykladu tlohy o jehle objevil dotaz, ktery sice vybocuje
z rozsahu stredoskolské latky, ale protoze by se mohl objevit
i jinde (tfeba ve tfidé) a odpovéd neni elementarni, povazujeme
za vhodné kratce zde o ném pojednat.

DOTAZ. Uloha o jehle byla feSena v kartézskych soufadni-
cich ¢,z (viz obr. 3b). Pfeznadime-li vSak proménnou z na p
a zobrazime-li Glohu v polarnich souradnicich (coz je vzhledem
k charakteru veli¢in ¢ a g zcela pfirozené), budou mit prislusné
mnoziny bodu tvar dle obr. 4, kde hranici vysrafované oblasti je
krivka

— h 3
0= 5 sing,

coz je v kartézskych souradnicich kruznice

: h\? K2
x*‘(y‘z) G

a prislusna geometricka pravdépodobnost tedy je

1o h? 2
p—2"16 _ h
T

Jak je mozné, zZe to vyjde v riznych souradnicich riizné, a jak je
to vlastné spravné?

ODPOVED na tuto otdzku neni jednoduchd, protoZe se jedné
o presnou matematickou otdzku v oblasti, ve které jsme vycho-
zi pojmy vymezili pouze intuitivné. Pfesny obecny rozbor otazky
vhodného souradného systému k vypoctiim geometrickych pravdé-
podobnosti (nikoli ale nas$ dotaz) lze nalézt v [3], zde se pokusime
o zjednoduSenou odpovéd na nas dotaz.
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Obr. 4

Rikdme-li (v intuitivnim smyslu), Ze proménna 2 miize nabyvat
vSech hodnot z néjakého intervalu (a, b) se stejnou pravdépodob-
nosti, pak vlastné predpokladame, ze pravdépodobnost hodnoty
proménné z z néjakého podintervalu (a;,b;) C (a,b) je rovna

b1 —a;
b—a
a nezalezi na umisténi tohoto podintervalu uvnitf intervalu (a, b).
Uvazujeme-li dvé proménné z € (a,b), ¢ € {(«, ) se shora uve-
denymi vlastnostmi a jsou-li tyto proménné nezavislé!, pak musi
platit, Ze pravdépodobnost sou¢asného vyskytu z € (ay,b,) C
(a,b) a ¢ € (a1,P1) C (a, B) je rovna
bl — Qi ﬂl —al
b—a (-«

a nezélezi na umisténi dvojrozmérného intervalu (a;, b1) x (a1, 31)
uvnitt dvojrozmeérného intervalu (a, b) x (a, #). To plati v sourad-
nicich kartézskych, ale ne v polarnich, takze nas ptivodni vysledek
byl spravny.

1 Definici nezavislosti lze nalézt napt. v [1], str. 105; intuitivné je zfejmé,
Ze proménné x a ¢ v uloze o jehle jsou nezavislé.
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5. Bertranduv paradox

V r. 1896 vyslovil francouzsky matematik Josef Louis Frangois
Bertrand (1822 - 1900) v knize [5] ndzor, Ze nekonefné mnoziny
jevi nemohou byt v teorii pravdépodobnosti studovany, protoze to
vede k logickym rozportim?. Toto tvrzeni ilustroval piikladem, ke
kterému uvedl tfi rizné postupy reseni; vSechny tfi postupy byly
oCividné spravné, ale kazdy vysledek byl jiny. Tuto tlohu, ktera je
v literature nazyvéana Bertrandiv paradox, si nyni predvedeme.

PRIKLAD. V kruZnici o jednotkovém poloméru je ndhodné
vedena secna. Najdéte pravdépodobnost toho, ze délka této seény
(tj. délka tisecky XY lezici na této se¢né uvnitt dané kruznice) je
vétsi nez /3.

Komentér. V kazdém z nasledujicich reSeni je tloha prevede-
na na nahodnou volbu jediného bodu z néjaké mnoziny, pricemz
vSechny mozné volby tohoto bodu jsou v dané mnoziné v intui-
tivnim smyslu ,stejné pravdépodobné“. Nahodné voleny bod je
v obrazku zvyraznén.

RESEN{ I (viz obr. 5a). Lze piedpokladdat, ze body X, Y jsou
na kruznici rozlozeny rovnomeérné a vzdjemné nezavisle. Bez ijmy
na obecnosti lze predpoklddat, Ze jeden z téchto bodd (tfeba
X) je vrcholem rovnostranného trojihelnika vepsaného do dané
kruznice; ndhodné sestrojeni se¢ny pak odpovidd ndhodné volbé
bodu Y. Jak znamo, strana onoho vepsaného rovnostranného
trojihelnika mé délku v/3; mé-li byt délka seény vétsi nez /3, musi
bod Y padnout na oblouk BC, takze hledané pravdépodobnost je
rovna 1/3.

RESEN{ I (viz obr. 5b). Délka se¢ny je uréena jeji vzdalenosti
od stfedu kruznice a nezavisi na sméru sefny. Bez 0jmy na
obecnosti lze proto predpokladat, ze seCna ma pevné dany smeér,
ktery je kolmy na primér AB; ndhodné sestrojeni secny pak

2 Une remarque encore est nécessaire: l'infini n’est pas un nombre; on ne
doit pas, sans ezxplication, l'introduire dans les raisonnements. La précision
illusoire des mots pourrait faire naitredes contradictions. Choisir au hasard,
entre un nombre infini de cas possibiles, n’est pas une indication suffisante.
(Citace z [5], str. 4.)
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Obr. 5

odpovida ndhodnému zvoleni priise¢iku R se¢ny s primérem AB.
Ma-li byt délka se¢ny vétsi neZ /3, musi byt vzdalenost bodu R
od stfedu kruznice mensi nez 1/2, takze hledana pravdépodobnost
je rovna 1/2.

RESEN{ 3 (viz obr. 5¢). Poloha se¢ny je uréena patou P kolmi-
ce spusténé ze stfedu kruznice na se¢nu; nadhodné sestrojeni seny
pak odpovida ndhodnému zvoleni bodu P. Ma-li byt délka secny
vétsi nez /3, pak musi bod P lezet ve vySrafovaném kruhu o po-
loméru 1/2, z ¢ehoz podle geometrické definice pravdépodobnosti
plyne, Ze hledana pravdépodobnost je rovna 1/4.

V celém tomto prikladu ve skute¢nosti neni nic paradoxniho;
jadro problému je v tom, Ze formulaci ,ndhodné vedena secna‘
lze pochopit riizné a trojimu riznému neekvivalentnimu chipani
této formulace odpovidaji i uvedené tii rizné vysledky. Podrobny
rozbor tohoto prikladu lze nalézt v riznych ucebnicich teorie
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Obr. 6

pravdépodobnosti (napt. v [3]).

6. INékolik slov a nékolik uloh na zavér

Geometricky pristup k pravdépodobnostnim tloham je dodnes
pouzivan, protoze v celé fadé pripadi je efektivni (rizné priklady
jeho vyuziti jsou uvedeny v [3]). Pro stfedoskoldky je to asi
jediny mozny pristup umoznujici aspon v nékterych pripadech
matematicky zvladnout pravdépodobnostni tlohy s nekonecnou
mnozinou moznych situaci; proto povazujeme tuto problematiku
za vhodné doplnéni gymnazialni ucebnice [1].

Asi nejrozsahlejsi dostupny soubor tuloh k procviceni této
problematiky lze nalézt v jiz jednou citované sbirce [4]. Jsou
zde uvedeny 4 tlohy s podrobnym postupem feSeni a 24 tloh
netfeSenych, ale s vysledky (u nékterych vysledki je postup FeSeni
stru¢né naznadcen); ¢tyfmi z nich uzavieme tento ¢lanek.

ULOHA (tloha 3.1). V bodé C, jehoz poloha na telefonnim
vedeni AB délky L je vSude stejné moznd, nastalo preruseni linky.
Urcete pravdépodobnost toho, ze vzdalenost bodu C od bodu A
je aspon /.

RESEN{ (viz obr. 6). Jedn4 se o elementarni tGvodni tlohu;
z geometrického pojeti pravdépodobnosti je ziejmé, Ze hledana
pravdépodobnost je rovna
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Obr. 7

ULOHA (tloha 3.17 s trochu pozménénou formulaci). Dva
studenti se dohodli, Ze kazdy prijde na urcité misto v dobé od
12 do 13 hodin, pocka ¢tvrt hodiny na druhého a nedocka-li se,
odejde. Jaké je pravdépodobnost, Ze se za téchto podminek setkaji,
jestlize predpokladame stejnou moznost prichodu v kterémkoliv
okamziku stanovené hodiny?

RESENf (viz obr. 7). Z formélnich dtvodéi dopliime jesté
predpoklad, Ze okamziky prichodl obou studenti jsou navzajem
nezavislé. Oznacime-li z = ¢as prichodu prvniho studenta, y = ¢as
prichodu druhého studenta, pak kazdy bod uvniti zakresleného
¢tverce odpovidd jedné mozné situaci (tj. jedné mozné dvojici
Casu prichodt) a vySrafovand oblast zahrnuje situace, kdy se
studenti potkaji, protoze |z —y| < 15 (¢as v minutach). Snadno se
zjisti, ze pomér obsahu vysrafované ¢asti k obsahu celého ¢tverce
(tj. hledanad pravdépodobnost) je 7/16.

ULOHA (&4st tlohy 3.23 s trochu zjednodusenym zadanim).
Urcete pravdépodobnost toho, Ze koieny kvadratické rovnice z2 +
2azx + b = 0 jsou realné, jsou-li stejné mozné hodnoty koeficientii
v obdélniku |a] < 1, |b] < 1.

RESEN{ (viz obr. 8). Pii feSeni tlohy je tieba pouzit uréitého
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Obr. 8

integralu k vypoctu obsahu plochy; tato problematika je v soucas-
né dobé soucasti stfedosSkolské matematiky a nemélo by to tedy
byt na zavadu.

MaA4-li mit dana rovnice redlné koreny, musi byt diskriminant
nezaporny, tj. musi platit 4a? —4b > 0. VSem piiznivym piipadiim
pak odpovida vysrafovana ¢ast obrazku, jejiz obsah je roven

! 8
2(1 +/ a’da) = -,
0 3

takze hledan4 pravdépodobnost je rovna 2/3.

ULOHA (tiloha 3.11) Na tiseéce o délce I se ndhodné umisti dva
body, takze se iseCka rozdéli na tri c¢asti. Urcete pravdépodobnost
toho, ze ze vzniklych tii isecek lze sestavit trojahelnik.

RESEN{ (viz obr. 9). Ozna¢me z, y, 2z délky vzniklych tsedek.
Pak plati * + y + z = [, coz je rovnice roviny; aby bylo
mozno z usecek x, y, z sestrojit trojuhelnik, musi platit soucasné
(x+y >2)A(x+2z>y) A (y+2z > x). Vsem pfiznivym
pfipadiim pak odpovida vySrafovana ¢ast obrazku, takze hledana
pravdépodobnost je zfejmé rovna 1/4.

X X X
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Obr. 9

Z historického hlediska pripomenme na zavér alespon dva ma-
tematiky z ceskych zemi, ktefi se geometrickymi pravdépodob-
nostmi zabyvali; je zajimavé, Ze oba pusobili v Brné (i kdyz jeden
z nich jen kratky cas).

Prvnim z nich byl prazsky roddk EMANUEL CZUBER (1851 -
1925), ktery byl v letech 1886 - 1891 profesorem némecké techniky
v Brné (pak preSel na videnskou techniku); jeho kniha Geometri-
sche Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte vysla v r. 1884 v Lip-
sku (byla tedy napsana jesté v dobé, kdy E. Czuber byl soukro-
mym docentem na némecké technice v Praze) a v r. 1902 ve fran-
couzském prekladu v Parizi®.

Druhym byl profesor Masarykovy univerzity v Brné BOHUSLAV
HOSTINSKY (1884 - 1951); pro seznameni s jeho pravdépodobnost-

3Poznamenejme pro zajimavost, %e s dcerou prof. Czubera Bertou (naro-
zend r. 1879 v Praze) se r. 1909 v Churu (Svycarsko) tajné oZenil arcivévoda
Ferdinand Karl (1868 - 1915), mladsi bratr naslednika trinu Franze Ferdinan-
da (1863 - 1914). Pro tento hierarchicky nerovny siiatek byl zbaven Slechtictvi
a zil pak jako soukromnik Ferdinand Burg v jiZnich Tyrolich a v Mnichové,
kde také zemfel. Berta ho daleko pfeZila; dle [6] zemfela r. 1979 na zamku
Rottenstein u Merana a je pohrbena po boku Ferdinanda Karla v krypté pod
hlavnim oltarem kostela Panny Marie - Utésitelky v Meranu - Untermais.
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nimi pracemi je asi nejvhodnéjsi knizka [7], kde lze nalézt jednak
celou kapitolu o geometrickych pravdépodobnostech, jednak od-
kazy na dalsi prace.
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B. Riemann

Dej si pozor na Riemanntv integral,
rekla jedna funkce funkci druhé.
Nedaleko za lesem je interval,

kde té, holka, i kdyZ nechces, zintegruje!

E. Calda



