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PERMUTACE S OMEZUJI{CIMI PODMINKAMI

A VEZOVE POLYNOMY

EMiL CALDA

Jdéme primo k véci a zacnéme snadnou ulohou, kterd ndm po-
slouzi k objasnéni jednoduché a hezké teorie tykajici se tzv. vézo-
vych polynomi (v angl. literature: rook polynomials).

Uréete pocet vsech permutaci z péti prvkd a,b,c,d,e, jejichZ
prunim clenem neni prvek a ani b, druhym clenem nent prvek b,
tretim neni e, ctvrtym neni d ani e a patym neni prvek ¢ ani e.

Ulohu mutzeme fesit tak, Ze ze vsech 5! permutaci vybereme
ty, které spliuji dané podminky. Po mirném usili zjistime, ze jde
o nasledujicich 19 permutaci:

c,e,d,a,b c,e,d, b a c,e,a,b,d c,e, b a,d
d,e,c,a,b d,e,c,b,a d,e,a,c,b d,e b, c a
e,c,d,a,b e,c,d, b,a e,c,a,b, d e,c,b,a,d
e,d,c,a,b e,d,c,b a e,d,a,c,b e,d, b, c,a
e,a,b, e, d e,a,c,b,d e,a,d,c,b
Je jasné, ze pri vétsim poctu prvki a komplikovanych omezujicich
podminkach nemusi byt Gsili vynalozené na urceni vyctu pozado-
vanych permutaci jenom mirné, takze od tohoto zplsobu reseni
radéji upustime. V tomto ¢lanku se pokusime vysvétlit, ze pocet

hledanych permutaci dané Glohy dostaneme tak, ze pomoci koefi-
cienti polynomu

(1+3z+2) (1452 + 5224+ 23) = 148z + 2122 + 2123 + 8z* + &°
utvorime soucet

1.5!'—-8.4!'+21.3'-21.2!+8.11 - 1.0!.
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Ctenar se jisté presvédci, ze tento soucet vskutku urcuje hledany
pocet permutaci, nebot je roven ¢islu 19. Néasledujici vyklad by
mél odpovédét na otdzky, které po precteni predchozich radki
napadnou kazdého: Jak to, Ze tuto tGlohu lze vibec pomoci
néjakych polynomu fesit? Jak vime, které polynomy je nutno
vynésobit, abychom dostali mnohoclen, z jehoz koeficientii pocet
permutaci danych vlastnosti uréime?

Pripomenme si nejprve princip inkluze a exkluze. V jeho nasle-
dujici formulaci znamend |M | poéet prvki konecné mnoziny M a
Al doplnék mnoziny A; v mnoziné A.

Pro konecnou mnozinu A a jeji podmnoziny Ay, As, ..., A, plati

AN AN NAL = A+ ) (1) P,
k=1

kde

n

Pi=) A,

1=1

n
o = E |A; N AJ'| ,
1,j=1
i<
n
Py = E |[AiNA; NAg, ...,
i k=1
i<j<k
n
Po= Y [|AyN-NAl=]A1NAN- N A
i1,..in=1
1< <in
Pro aplikaci tohoto principu na fesenou ulohu zavedeme podle
danych podminek podmnoziny A, As,..., A5 mnoziny A vSech
permutaci prvki a, b, ¢, d, e tak, ze vSechny permutace, které maji
na 1. misté prvek a nebo b, utvofi mnozinu A;, které maji na
2. misté prvek b, utvori mnozinu A, které maji na 3. misté prvek
e, utvori mnozinu Az a konec¢né permutace, které maji na 4. misté
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prvek d nebo e, budou tvofit mnozinu A4, a ty, které maji na
5. misté prvek ¢ nebo e, vytvori mnozinu As.
Pocet permutaci pozadované vlastnosti je tak roven poctu
prvké mnoziny A} NALN---N AL, tj. souctu |[A|+> o, (=1)* Py .
Vypocteme-li
|A] =5t

5
P =) |Ai| =84,
=1

5
Py =) |AinAj|=213!,
1.9=1

1<J
5
Py= > |AiNA;jNAg|=21.21,
ij,k=1
i<j<k
5
Pi= Y |ANA;NANAR| =811,
i,5,k,m=1
i<j<k<m

P5: |A10A20A30A40A5|:1,

dostaneme
|[AiNASN AN AN Ag| = 5! —8.41+21.31—21.21+8.11— 1= 19.

V souladu s predchozim vysledkem jsme tak zjistili, Ze vSech
permutaci danych vlastnosti je devatendact, zaroven vsak vidime,
ze 1 tento postup je ponékud zdlouhavy. Pokusime se proto
sCitance P;, které v principu inkluze a exkluze vystupuji, urcit
nikoli jako soucet poc¢tu prvki mnozin A;, ale jinak.

Prifradme nasi Gloze ¢tvercovou sit na obr. 1, ve které jsou vy-
srafovana policka al, b1, 62, cb,d4,e3, e4, eb. Tato policka predsta-
vuji zakdzana mista jednotlivych prvki: prvek a nesmi byt na
1. misté, prvek b na 1. a 2. misté, prvek ¢ na 5. misté, prvek d na
4. misté a prvek e na 3., 4. a 5. misté. Mnoziny A, Ay, As, ..., As,
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které jsme definovali vyse, mizeme nyni interpretovat takto: A je
mnozina vsech vybéru péti policek, z nichz zddné dvé nelezi v tém-
ze fadku ani sloupci, A;, i = 1,2, 3,4,5, je podmnoZina mnoziny
A tvofena vSemi vybéry péti policek, ve kterych je policko z-tého
sloupce vysrafované (zbyvajici mohou byt vysrafovand, ale nemu-

si).
12345

a
b
c %
d
e

Obr. 1
Uvédomme si nyni, co vlastné z tohoto hlediska urcuji vyrazy
Pyi. Soucet Z?:l |A;] = Pp udava pocet vybéri péti policek

z ruznych fadkua 1 sloupcu, ve kterych je aspon jedno policko
vysrafované. A protoze vysrafovanych policek je celkem 8 a ke
kazdému existuje 4! zptusobu, jak ze zbyvajicich ¢tyr radka a ctyr
sloupci vybrat ctyfi policka, z nichz zadné dvé nelezi v témaze
radku ani sloupci, plati P; = 8.4!.

Podobné udava soucet

5
Z |AZ ﬂAjI = 5
i,j=1
1<

pocet vybéri péti policek z ruznych fadku i sloupcu, ve kterych
Jsou aspon dvé policka vysrafovana. A protoze dvojic vysrafova-
nych policek, pro které jsou v kazdé dvojici policka z riznych rad
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i sloupct, je 21, plati P, = 21.3! . Pocet téchto dvojic vysrafova-
nych poli¢ek pritom uréime podle obr. 1 pomérné snadno — jsou
to dvojice

(al,b2) , (al,e3), (al,ed), (al,eb), (al,d4), (al,cb),

(b1,e3) , (bl,ed), (bl,e5), (b1,d4), (b1,cB), (b2,e3),

(b2,e4) , (b2,eb), (b2,d4), (b2,c5), (e3,d4) , (e3,cd),
(ed,ch) , (e5,d4) , (d4,ch) .

Timto zpisobem zjistime, ze pro ¢isla Py, k = 1,2,3,4,5, plati
P = pr(5—=k)!,

kde pr je pocet zpusobu, jak vybrat k vysrafovanych policek
z raznych fad i sloupctu. Definujeme-li jesté py = 1, je hledany
pocet permutaci:

5
AL 0.0 A5 = A+ 3 (-1) Pk—|Al+Z ¥ pi (5 — k)1 =

= (=1)*pk(5 - k)!
k=0

Tyto vysledky budeme nyni formulovat jednodussim zptisobem
tak, ze si ze Sachové terminologie vypuj¢ime pojem vzajemné se
neohrozujicich vézi.

Ctenafi je jisté znamo, ktera policka prazdné sachovnice ohro-
zuje véz; jsou to pravé ta policka, ktera lezi v téze radé a v témaze
sloupci, ve kterych je policko, na némz véz stoji. Je zreymé, ze
pocet vybéra k vysrafovanych policek, z nichz zadné dvé nelezi
v témze fadku ani sloupci, je roven poctu zpusobi, jak na vysra-
fovana policka rozmistit & vzajemné se neohrozujicich vézi. Tento
fakt ndm umozni, abychom misto komplikovaného obratu ,vybér
k vysrafovanych policek, z nichz zadné dvé nelezi v témze Fadku
ani sloupci® mluvili o ,k vzajemné se neohrozujicich vézich.“
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Vratme se ke ctvercové siti na obr. 1 a oznacme S jeji cast
tvorenou vsemi vysrafovanymi policky, ¢ast sité .S tvorenou polic-
ky al,bl, b2 oznacime Sy, ¢ast tvorenou policky e3,e4,ed, d4,cd
oznac¢ime S,. VSimnéme si, ze sité S7, S5 jsou tvoreny rtznymi
radky 1 sloupci: Sy je tvorena fadky a,b a sloupci 1,2, zatimco S5
je tvorena radky ¢, d, e a sloupci 3,4, 5. O takovych sitich budeme
fikat, ze jsou disjunktni.

Ozna¢me dale vg(S), kde k > 1, pocet zpisobu, jak na S
umistit k& vzajemné se neohrozujicich vézi, a podobné vg(S;) a
vi (S2) pocet zpusobt, jak umistit £ vzajemné se neohrozujicich
vézi na S a Se. Pro k = 0 definujme jesté vo(S1) = vo(S2) =
vo(S) = 1. Podle obr. 1 snadno urc¢ime, ze

01(51) =3 ) ”02(51) = 1 y vk(Sl) =) Pro K Z 3 y

v1(S2) =5, v2(S2) =5, v3(S2) vg(S2) =0 pro k > 4 .

=1,

Podobné miizeme urcit i vy (S),v2(S) atd; ukdzeme vsak, jak
je lze urcit pomoci vk (S1) a vk(S2). Vzhledem k tomu, Ze sité
S1 a Sy jsou disjunktni, mizeme na S rozmistit k& vzidjemné se
neohrozujicich vézi tak, ze jich rozmistime:

0 na S; a k na Sy — lze provést vy(S1) - vk (S2) zplisoby,
1 na S; ak —1na Sy — lze provést vy (S1) - vk—1(S2) zptisoby,
2na 51 a k —2 na Sy — lze provést va(S1) - vg—2(S2) zpisoby,

k na Sy a 0 na Sy — lze provést vg(S1) - vo(S2) zplsoby.

Podle kombinatorického pravidla souctu pak plati:

vk (S) = vo(S1) - vk (S2) +v1(S1) - vk—1(S2) + - - - + v (S1) - vo(So2)

Pro nasi sit S to znamena, ze je

v1(S) = vo(S1) - v1(S2) +v1(S1) - vo(S2) =15+3.1=8,

v2(S) = vo(S1) - v2(S2) + v1(S1) - v1(S2) + v2(S1) - vo(S2) =
=154354+1.1=21,

v3(S) = vo(S1) - v3(S2) + v1(S1) - v2(S2) + v2(S1) - v1(S2) +
-+ U3(51) . 00(52) =1.14+35+15+0.1=21,
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v4(S) = vo(S1) - va(S2) + v1(S1).v3(S2) + v2(S1) - v2(S2) +
+ v3(S1) - v1(S2) + va(S1) - vo(S2) =
=10+314+154+054+01=8,

v5(S) = vo(S1) - vs(S2) + v1(S1) - v4(S2) + v2(S1) - v3(S2) +
+ v3(S1) - v2(S2) + v4(S1) - v1(S2) + vs(S1) - vo(S2) =
=10+304114054+01=1.

Rovnost, kterou jsme pro v (S) ziskali, ndpadné pripomina
vztah pro koeficienty polynomu co + c1z + coz? + ... + cpz™,
ktery je soucinem polynomi ag + ajx + asz® + - + arz”,
bo + b1z + bsx? + - - -+ b,z* :

ck = aobg + arbr—1 + asbi_o2+ - -+ agbo

kde a; = 0 proi > r, b; = 0 pro ¢ > s. MiZeme si proto predstavit,
ze vg(S) jsou koeficienty polynomu

v(z,S) = vo(S) + v1(S)z + vo(S)z? + ... + v (S)z™ ,
ktery vznikne souc¢inem polynomi
v(z,S1) = vo(S1) + v1(S1)x + v2(S1)x? + - - - + v (S1)z"

U(:I}, Sg) = ’Uo(Sg) + vq (SQ)(E + 02(52)1'2 + -+ v (Sg)xs .

Polynom
v(z,S) = vo(S) + v1(S)z + va(S)z? + v3(S)z® + . ..

se nazyva vézovy polynom prislusny siti S. Jeho koeficienty v (.5)
pro k > 1 udavaji, kolika zpusoby lze na sit S rozmistit £ vzajemné
se neohrozujicich vézi, pro k = 0 je definitoricky vo(S) = 1 pro
kazdou sit S.

Vratime-li se opét k resené tloze, snadno zjistime, ze vézové
polynomy v(z, S1), v(z, S2) disjunktnich siti Sy, S na obr. 1 jsou
polynomy

v(z,51) =1+ 3z +z?,

v(z,S2) = 145z + 522 + 23 .
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Vézovy polynom prislusny siti S je pak polynom
v(z,S) = v(z, S1) - v(x,S2) = (1+ 3z +z2)(1 4+ 5z + 522 + 2%) =

=148z +21z%+ 2123 + 82* + °.

Koeficient pii ¢lenu z* tohoto polynomu urcuje, kolika zpiisoby
Ize na policka sité S umistit & vzdjemné se neohrozujicich vézi, tj.
kolika zplsoby je mozno z policek sité S vybrat k& policek, z nichz
kazdé dvé lezi v riznych fadcich 1 sloupcich. To vSak znamena, Ze
koeficient pii =¥ v polynomu v(z, S), tj. &islo vx (), je rovno &islu
pr vystupujicimu ve vyrazu (—1)*pg (5 — k)!, ktery udava hledany
pocet permutaci. Dosli jsme tak k tomu, ze plati:

5

A1 N AL = ) (1P (B - k) =) (—1) o (S)(5 - k)! =
k=0

k=0
= 00(5)5, — ’01(5)4' + 'UQ(S)-?)' == U3(S)2' =+ ’04(5)1' — U5(S)0' —

=1.5!'-84!'4+21.31-21.21+8.1!1-1.0! =19 .

Tento vysledek je mozno zobecnit na permutace s omezujicimi
podminkami libovolného poc¢tu prvki:

Pocet permutaci z n prvkd s omezujicimi podminkami je ddn

vyrazem
n

D (=D e (S)(n — k)1,

k=0
kde vy (S) jsou koeficienty vézového polynomu v(z,S) prislusného
sitt S, ktera odpovidd danym omezujicim podminkdm.

Poznédmka. Vézovy polynom v(z,S) lze takto vyjadrit pouze
v pripadé, ze sité S a S5 jsou disjunktni.

Uziti této véty si ukdzeme v nésledujicich dvou prikladech.



PERMUTACE S OMEZUJICIMI PODMINKAMI A VEZOVE POLYNOMY 83

1. Urcete, kolika zpusoby je mozno na sachovnici 8 X 8 rozmistit
osm korunoviych minci tak, aby v kazdém radku i sloupci byla prave
jedna a Zddnd nebyla na zvolené diagondle.

12345678

o
%% .

o 7
O %
ol 11 7

Obr. 2

Kazdé rozmisténi osmi minci predstavuje permutaci osmi prv-
ki a,b,c,d, e, f,g,hs omezujicimi podminkami zndzornénymi vy-
srafovanymi policky na obr. 2. (Mince, které jsou zde zakresleny
krouzky, znazornuji permutaci e, f,g,h,c,b,a,d). Vezméme ny-
ni sit S tvorenou vsemi vysrafovanymi policky a rozlozme ji na
disjunktni sité S; a Sy tak, ze Sy se sklada z policek al, b2, ¢3, d4
a sit So z policek €5, f6, g7, h8. Pro vézové polynomy v(z, S;),
v(x,Sy) siti S a So dostaneme

Q-0 QO TQ
O
N

v(z,S1) = 1+ 4z + 622 + 42 + z* = v(z, S) ,
takze vézovy polynom sité S je polynom
v(z,S) = v(z,S1) vz, S2) = (1 + 4z + 62% + 423 + %)% =
= 1+ 8z + 28z% 4 562° 4+ 702" + 562° + 282° + 827 + 2® .

Odtud dostavame, ze pocet danych permutaci, tj. pocet rozmisténi
minci na Sachovnici, je dan ¢islem

1.8!-8.71428.6!-56.5!4+70.4!—56.3!4+28.2! —8.1!+1.0! = 14 833 .
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2. Sedm témer stejnych jezevciku Ji,Js,...,J7 chceme lépe
rozlisit cepickou. Urcete, kolika zpisoby to lze provést, mdame-li
k dispozici po jedné cepicce barvy bilé, hnédé, cerné, Zluté, zelené€,
cervené a modré, a jestliZe jezevcik J, nechce cepicku bilou ani
hnédou, Jo si nepreje modrou, J3 nemd rdd bilou ani zelenou, Jy
nemd v oblibé cervenou, Js nesndsi hnédou, Jg nemd rdad zelenou
a J; modrou.

Jezeviier 6. 2 F 4 65 3 4

/) 1!
b:la

s

/ hnida,

7 2¢elena

2luta

Eernél

modra

- /
cervena

Obr. 3

Ve ¢tvercové siti na obr. 3 znazornime omezujici podminky tak,
aby se sit S vSech vysrafovanych policek sklddala z disjunktnich
siti 51 (vpravo nahore) a Sy (vlevo dole). Pro vézové polynomy
téchto siti dostaneme snadno:

v(z,S1) =1+ 6z + 1022 + 42> |

v(z,S1) = 14 3z + 222,

takze pro vézovy polynom sité S mame
v(z,S) = (1 + 6z + 10z + 42%)(1 4 3z + 22°) =

=149z + 30z? + 4623 + 322% + 82° .
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Zjistili jsme tak, Ze pocet zpusobu, jak mezi jezevCiky rozdélit
cepicky, je

7'—9.6!+30.5! —46.4!+ 32.3' - 8.2! +0.1!' — 0.0!' = 1232 .

Na zavér si jesté ukazeme, jakym zpusobem se da postupovat
v pripadé, ze sit S nelze rozlozit na disjunktni sité Sp,S> .

Obr. 4

Vezméme sit S vysrafovanych policek podle obr. 4 a urceme
vk (S), tj. pocet zpusobi, jak na sit S umistit £ vzdjemné se
neohrozujicich vézi. VsSechny tyto zptisoby rozlozime do dvou
disjunktnich trid: v jedné jsou pravé ta rozmisténi, ve kterych
jedna z vézi stoji na vhodné zvoleném policku (na obr. 4 je toto
policko oznacené pismenem w), ve druhé jsou pravé ta rozmisténi,
ve kterych na tomto policku zadna véz nestoji. Oznac¢me nyni S,
sit, ktera vznikne ze sité S vynechanim policka w, a S], sit, ktera
vznikne ze sité S vynechanim policka w a vSech policek lezicich
v témze Tfadku 1 sloupci, v nichz policko w lezi. (Obé vzniklé sité
jsou znézornény na obr. b5a, b).

| 7
AW w

Obr. 5a, b
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Je zfejmé, ze pocet wvi(S) zplsobli rozmisténi k vzajemné se
neohrozujicich vézi na sit S je roven souctu vg(Sy) a vk—1(SL,):

vk (S) = vk (Sw) + ve-1(Sy) -

Nestoji-li totiz na policku w zadnéa véz, je nutno vsech k vzajemné
se neohrozujicich vézi rozmistit na sit Sy, stoji-li véz na policku
w, je nutno zbyvajicich & — 1 vézi rozmistit na sit Sj,.
Pro vézové polynomy piislusné sitim S, S, a S,, proto plati:
v(a:, S) = ’UQ(S) -+ ’Ul(S)J} + ’UQ(S).’IZ'2 + ’03(5) S t..=
= v0o(5) + [v1(Sw) + vo(Sy)]@ + [v2(Sw) + 01(521)]172 +
+ [v3(Sw) + v2(S,)]2° + - =
= [vo(Sw) + v1(Sw)e + v2(Sw)z? + v3(Sw)z® +. ] +
+ z[vo(S),) +vi(S,)z + va(S)z? + .. .]
= v(z,Sp) + 2 -v(z,S,) .
Je-li tedy policko w vybrano tak, Ze umime urcit vézové polynomy
v(z,S), v(z,S),), umime urcit vézovy polynom wv(z,S), nebot
plati:

v(z,S) = v(z,Sw) +z-v(z,S,,) .
V pripadé sité€ S na obr. 4 bylo policko w vybréano tak, aby sité

Sw a S, byly disjunktni, takze jejich vézové polynomy urcime
snadno:

v(z,Sy) = (1+22)(1+3z) = 1+ 5z + 6z

v(z,Sy,) = (1+2z)(1+2z) =1+ 3z + 222

Pro vézovy polynom sité S tak dostaneme
v(z,S) =v(e,Sy) +2-v(z,S,) =

=(1+5z+62%) +z-(1+3z+2z?) =
=146z + 9z? + 223

Tento vysledek, ktery jsme ziskali pro sit S na obr. 4, plati obecné:
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Pro kaZdou sit' S a prislusné sité Sy, a S, definované pomoci
zvoleného policka w vyse uvedenym zptusobem plati rovnost

v(z,S) = v(z,Sw) +2-v(z,S,) .

Zavérecny priklad nam poslouzi uz jenom k ilustraci predcha-
zejicich radka.

Urcete pocet permutaci z péti prvku a,b,c,d,e s omezujicimi
podminkami zndzornénymi na obr. 6.
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Vhodné zvolenym polickem w je zfejmé policko ¢3; nyni je

© QA0 TQ

v(z, Sy) = (1 + 4z + 3z%)(1 + 6z + 6z2) ,

v(z,Sh) = (14 3z + 22)(1 + 4z + 2z?) .

Pro vézovy polynom sité S tvorené vysrafovanymi policky na
obr. 6 tak mame

o2, 5) = vle,Sy) + % ~vla,8,) =

= (1410 +33z% + 4223 +182*) + 2(1 + T + 1522 + 1023 4+ 2z%) =

=1+ 11z + 4022 + 5722 + 28z% + 2z° .
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Pocet permutaci dané vlastnosti je tedy
1.5! —11.4!'+40.3' - 57.2! +28.1' - 2.0 =8 .

Protoze tento pocet neni prilis velky, mizeme se pro kontrolu
pokusit vSechny tyto permutace vypsat:

c,d,e,ab c,d,e, b, a c,e,d,a,b c,e,d, b, a

d,c,e,ab d,c,e b, a e,c,d,a,b e,c,d,b,a

S potésenim lze konstatovat, zZe jich je vskutku osm.

V vodu tohoto ¢lanku byla teorie vézovych polynomit ozna-
cena jako jednoduché a hezka. Doufam, Ze ctenafi, kteri se s ni
pravé seznamili, ziskali tentyz dojem.

* K K

J. Watt

Na parach, jez z vrouci vody vystupuji,
thned poznam, co zas maji v imyslu.
Poklicku mi zvedaj a tak demonstruji,
Jak nastala revoluce v pramyslu!

E. Calda



