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UKAZKA PROGRAMU V SYSTEMU FAMULUS (1)

JARMILA SOTOVA

V casopise Ucitel matematiky, roc. 5, ¢. 2, byla uvedena infor-
mace o systému FAMULUS, ktery byl vyvinut pro pocitacovou
podporu vyuky matematiky, fyziky a rady nematematickych dis-
ciplin, napt. biologie, ekonomie aj. Dnes je tento systém pro svoji
jednoduchost, bohaté vybaveni nadstavbami a pro moznost vy-
tvareni vlastnich programu uzivan na radé strednich 1 vysokych
skol.

Clanek informuje o jednom z programi vytvorenych na katedfe
matematiky VVS PV ve Vyskové pro vyuku predmétu Numerické
metody. Program demonstruje dvojrozmeérné posloupnosti postup-
nych aproximaci generovanych iteracnimi formulemi pro reseni sy-
stému linearnich rovnic. Prestoze problematika iteracnich metod
patii k tradicni naplni vysokoskolskych kursii numerické matema-
tiky a jeji zvladnuti predpoklada znalosti linearni algebry a teorie
matic, vystacime pri aplikaci iteracnich metod na soustavy dvou
rovnic se dvéma nezndmymi se stfedoskolskymi znalostmi analy-
tické geometrie. Proto zde tuto problematiku a samotny program
nabizime jako napln pro zajmové seminare z matematiky, pro ex-
perimentovani s pocitacem apod.

[teracni metody se v praxi pouzivaji pro feseni systému linear-
nich rovnic o velkém poctu neznamych. Neposkytuji presné rese-
ni, ale pouze jeho aproximaci, a to s libovolnou presnosti, takze
priblizné feseni systému je pak prakticky rovnocenné reseni pres-
nému. Princip iteracnich metod spociva v konstrukci posloupnosti
postupnych aproximaci, vektoru
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ktera je konvergentni, tj.
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kde & je presné feseni systému rovnic. Presné feseni & se pak na-
hrazuje nékterou z aproximaci &*¥). Postupné aproximace se po¢i-
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taji tzv. iteracnim procesem. Vypocetni schémata jsou zpravidla
jednoducha a velmi dobre se hodi pro zpracovani pocitacem.

V prvni casti ¢lanku ukdZeme na systému dvou linearnich
rovnic o dvou neznamych konstrukeci nejjednodussiho iteracniho
procesu zvaného Jacobiova metoda, a konstrukci dalsich dvou
iteracnich procesu, které se ziskaji jeho mirnou modifikaci a které
se v literature uvadéji jako Gaussova-Seidelova metoda a jako
relaracni metoda s parametrem. V druhé ¢asti clanku predvedeme
grafické znazornéni postupnych aproximaci vykreslené zminénym
programem a ukazeme nékteré specialni typy téchto posloupnosti.

I. Itera¢ni metody pro reseni systému

dvou linearnich rovnic o dvou neznamych

A. JACOBIOVA METODA

Méjme systém linedrnich rovnic tvaru

a1+ a2y = by

(1)

a1 + asoy = by

spliujici podminku a;; ags — ajpas1 # 0, kterd znamend, ze
systém ma pravé jedno feseni. Abychom mohli provadét bez obtizi
vSechny vypocty, budeme navic predpokladat, ze ay;aze # 0.
Systém rovnic nejprve upravime na tvar

_az b1
a a
(2) 11 bll
azy 2
y=-——at+—
a2 az2

a zvolime libovolné tzv. pocateéni aproximaci x(?) = (2(9), 4(0)),
Aproximace x¥) = (z*) y(*)) pro k = 1,2, ... ziskdme opakova-
nym dosazovanim do tzv. itera¢nich* formuli tvaru

*latinsky iteratio znamend opakovani
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) g b
2) = _%yu—l) + EL
3 11 11
G) k) _ @21 (k-1 by
az2 az2

které dostaneme z rovnic (2) pfipojenim iteracnich indexi k a k—1
tak, jak je uvedeno. Vypocet postupnych aproximaci predvedeme
na nasledujicim prikladé.

Priklad 1. Resme Jacobiovou iteracni metodou soustavu rovnic

2z—- y= 4

(4) r—2y=-1.

Reseni. Snadno ovéfime, ze fFeSenim dané soustavy rovnic je
vektor & = (3,2). Podle (2) nejprve soustavu rovnic upravime na
tvar

1
= 2
T 2y—l—
1+1
= —i - =
Y=3%73%

a podle (3) urcime iterac¢ni formule

2 = L1 4 g

2
1 1
(k) — Z pk=1) 4 =
e = Qac == 5"

Pocatecni aproximaci volime libovolné. Necht je to napf. vektor
x(®) = (6,5). Nyni je

AU:%¢®+2:%5+222 |
= z®) =(4.5,35),
Y = — +—==64+ - = —
2 272 7272
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2 = =« =(3.75,2.75) |
(2) L (1) 1 11
(7] = -2 + - = —
2 /' 4

dalsi aproximace vypocteme stejnym postupem. V tab. 1 je
uvedeno prvnich 13 aproximaci presného reseni.

JARMILA SOTOVA

k| ™) y*) k MQ) y(F)
0 [6.000000 |5.000000 [[ 7 |3.023438 |2.023438
1 [4.500000 |3.500000 (| 8 |3.011719 [2.011719
2 |3.750000 |2.750000 ([ 9 |3.005859 |2.005859
3 |3.375000 |2.375000 || 10 |3.002930 |2.002930
4 |3.187500 |2.187500 || 11 |3.001465 |2.001465
5 3.093750 |2.093750 |f 12 |3.000732 |2.000732
6 |3.046875 |2.046875 || 13 |3.000366 |2.000366
TaB. 1

Jako miru pfesnosti aproximace z(*) lze vzit délku vektoru
) — (k=1 jak ji zndme z analytické geometrie, a vypocet
zastavit poté, co bude splnéna podminka

k) — gk-1)| = \/(x(k) _ 2(k=1)2 4 (ylk) — ylk-1))2 < 1077

pro nékteré vhodné n. Pak se fik4, ze aproximace x*) je vypoé-
tena s presnosti 10™". Protoze v predchozim prikladé je

|2(13) — £(12) | = \/0.0003662 + 0.0003662 = 0.00052 < 0.001,

je aproximace x(13) vypoétena s pfesnosti 10~3. Pozdé&ji uvidime,
ze konvergence posloupnosti iteraci je v tomto pripadé relativné
pomala a Ze zminéné modifikace Jacobiova iteracniho procesu
mohou konvergenci urychlit.
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Iteracni metody maji zpravidla omezenou moznost pouziti. Pro
nékterou soustavu rovnic mize dana metoda konvergovat, pro ji-
nou vsak uz konvergentni byt nemusi. Rovnéz se miize stat, ze
metoda konverguje, ale konvergence metody je tak pomala, ze po-
zadovanou presnost feseni prakticky dosahnout viibec nemutzeme.
Napr. Jacobiova metoda aplikovana na systém rovnic

r+2y=>5
(5) _
2z+4+ y=4

diverguje, tataz metoda aplikovana na systém rovnic

zt+2y=3
(6) _
0.983z+2y=3

dava velmi pomalu konvergujici posloupnost. Piesnosti 1072 je
zde dosazeno az po 197 iteracnich krocich. Pro praxi je takova
konvergence bezcenna a je nutné hledat vhodnéjsi iteracni meto-
du.

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci Jacobiovy me-
tody je formulovana jednoduchym zptsobem v nasledujici vété.
Jeji dikaz vsak vyzaduje znalost nékterych pojmi linearni algeb-
ry, proto jej neuvedeme.

Véta 1. V soustavé rovnic (1) oznac¢me

_ Q12a21 (7)

a11Qa22

Jacobiova iteracni metoda aplikovana na soustavu (1) konverguje,
pravé kdyz
gl < 1. (8)

U Jacobiovy metody pro n = 2 lze navic ukdzat, Ze ¢im je
lg| blize k jedné, tim je konvergence pomalejsi, pro |¢| — 0 se
konvergence posloupnosti postupnych aproximaci zrychluje.
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V soustavé rovnic (4) je ¢ = 0.25, v soustavé rovnic (5) je
= 4, v soustavé rovnic (6) je ¢ = 0.93. Tomu odpovida i chovani
posloupnosti postupnych aproximaci. Sami si mizete zkusit nalézt
soustavy rovnic takové, ze posloupnosti postupnych aproximaci
maji predem pozadované chovani.

U Jacobiovy metody dochézi k zajimavému jevu, zaménime-li
ve vychozi soustavé poradi rovnic. Studenti védi, ze takovou za-
ménou se feSeni systému rovnic nezmeéni, avSak pri aplikovani Ja-
cobiovy itera¢ni metody na takto pozménény systém rovnic ziska-
me iteracni proces opacné kvality, tj. z konvergentniho iteracniho
procesu dostaneme divergentni proces a naopak, z divergentniho
procesu dostaneme konvergenni proces. Je to jednoduchy dusledek

vztaht (7) a (8).

B. GAUSSOVA-SEIDELOVA METODA

Druhd z nabizenych metod je Gaussova-Seidelova metoda. Jeji
iteracni formule se ziskji také z rovnic (2), ale iteracni exponenty
se pFipoji jinym zptisobem. Soufadnice vektoru *) = (w(k), y(k))

pro k =1,2,... pocitame pomoci vztaht
a b
(9) ai aii
b
y o) = _22L o (k) 4 22
a22 a2z2

Pri aplikaci metody se tedy jiz vypoctena z-ova souradnice
vektoru (%) pouzije k vypoctu y-ové soufadnice tohoto vektoru.
Tim dochazi k urychleni konvergence posloupnosti postupnych
aproximaci.

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci Gaussovy-Sei-
delovy metody je formulovana stejné jako u Jacobiovy metody.
Konverguje-li tedy jedna metoda, konverguje i druhd a totéz
plati pro jejich divergenci. V pfipadé konvergence pak Gaussova-
Seidelova metoda konverguje vidy rychleji. Pro zavislost rychlosti
konvergence metody na cisle ¢ plati totéz, co pro Jacobiovu
metodu. Tyto vlastnosti vSak plati pouze pro n = 2, pron > 2 je
lze dokazat pouze ve specialnich pripadech.
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Priklad 2. Resme Gaussovou-Seidelovou metodou soustavu rov-
nic z prikladu 1.
Reseni. Podle (9) uréime iteracni formule
2®) = Ly 4o
2
k) — 1 k) _ 1

Protoze pro ¢ dané vztahem (7) plati ¢ = 0.25, je Gaussova-Seide-
lova metoda konvergentni. Abychom ji mohli srovnat s metodou
Jacobiovou, zvolime stejnou pocatecni aproximaci (®) = (6,5)
a vypocet ukonc¢ime stejnou podminkou, tj. po dosazeni presnosti
1073, Vypocet postupnych aproximaci probih4 nyni takto:

1 1
(1) = §y(0)—{—2: 55-1-2:%
= =z =(4.52.75),
o_1 @ 1_19 1 11
Y = — ——_= =4 - = —
2 2 22 2 4
+(2) _ %yu) 9= 287
= x® =(3.375,2.1875) ,
Yy e + - = —
2 2 16
atd. Postupné aproximace jsou uvedeny v tab. 2. Vidime, zZe
konverguji k feseni & = (3,2) rychleji, k dosazeni pozadované

presnosti stacilo pouze 8 iteracnich kroki:

|2®) — &(") | =0.000307.

Q) e K =) e
0 [6.000000 |5.000000 || 5 |3.005859 |2.002930
1 |4.500000 |2.750000 || 6 |3.001465 |2.000732
2 13.375000 |2.187500 || 7 |3.000366 |2.000183
3 3.093750 |2.046875 || 8 |3.000092 |2.000046
4 [3.023438 |2.011719

TAB. 2
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C. RELAXACNf METODA S PARAMETREM

Itera¢ni formule tfeti ze zminénych metod, tzv. relazacni meto-
dy s parametrem, se ziskaji z formuli Gaussovy-Seidelovy metody
pomoci parametru w € R takto:

) — <_“ﬁy(k—1) N _”1_) + (1 =)D

(10) aii aii
S5 = (_a_z_l_x(k) N _”2_) (=)D,
as2 az2

V dusledku zavislosti iteracnich formuli na reaném parametru w
je prubéh posloupnosti postupnych aproximaci velmi rozmanity,
jak uvidime déale. VSimnéme si, Ze pro w = 1 dostaneme 1teracni
formule Gaussovy-Seidelovy metody.

Nutnou podminkou pro konvergenci metody je w € (0,2). Pro
nékteré soustavy rovnic relaxacni metoda konverguje pro vsechna
w € (0,2), pro jiné pouze pro nékterd w € (0,2). Pro w ¢ (0,2)
je uz metoda divergentni. V intervalu (0,2) vidy existuje pravée
jedna tzv. optimdalni hodnota relaxacniho parametru, ptri které
je rychlost konvergence iteracniho procesu nejvétsi. Z praktického
hlediska ma tato hodnota nejvétsi vyznam. Postup na jeji vypocet
neuvadime, je vSak zabudovan v nabizeném programu a lze j1 tedy
ziskat odtud.

Aplikujeme-li relaxa¢ni metodu na soustavu (4) z prikladu 1,
pak pro optimalni hodnotu parametru w, tj. pro w = 1.071797,
ziskdme dosud nejrychlejsi konvergenci. Pfesnosti 10~2 je dosaZe-
no jiz po Sesti iteracnich krocich. Vypocet postupnych aproximaci
,Tucné“ je u relaxacni metody ponékud pracnéjsi nez u obou pred-
chozich metod, proto jej pfenechame pocitaci.

Dokoncent v pristim cisle.



