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MATEMATIKA V OBRAZECH (2)

Geometrie a goniometrie

FRANTISEK KURINA

Ezistuji dva protikladné druhy obrazi. Pruvni druh zndzornuje
scény z vnéjsiho nebo vnitiniho svéta tvirce obrazu, druhy zvidi-
telnuje abstraktni mysleni, napriklad matematické proporce nebo
struktury pozndni.

Vilém Flusser

V této casti prispévku se zamérfime na znazornovani geometric-
kych vztahiti, které souviseji s goniometrickymi funkcemi a analy-
tickou geometrii.

Definice goniometrickych funkei mizeme prirozené ilustrovat
vhodnymi pravothlymi trojahelniky podle obr. 1.

! sinoc tpx
o . o = oc /]
COSX ! cotga
Obr. 1

Tato zndzornéni umoznuji vyjadfit napf. tvrzeni Pythagorovy
véty v goniometrickém tvaru

sin®a + cos? a = 1. (1)
»Analyticky tvar® Pythagorovy véty je zfejmy z obr. 2. Jde zde,
Jak zndmo, o rovnici kruznice se stfedem v po¢atku a polomérem 1:
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22+ 9y% =1. (2)

Za ,vektorovy tvar Pythagorovy véty miZeme povazovat
vztah

u1v; + ugvy =0, (3)
ktery je v oznaceni podle obr. 3 vyjaddfenim pythagorejské rovnosti
|AB|* = |AC|* + |BC?,

kde

AB\—_—AC\'-FCé:ﬂ)-}-?:(u1+’01,’U.2—|-1)2).

Y y B
[xy] .
\
1 Urv
: g
P =
A U
X
P
Obr. 2 Obr. 3

Pritom ovSem miuzZeme pri vhodném didaktickém postupu
povazovat rovnost (3) 1 za motivaci zavedeni skalarniho soucinu
dvou vektori.

Geometrické interpretace goniometrickych funkci umoznuji na-
zorné odvodit fadu goniometrickych identit.

Platnost souctového vzorce

sin (a + ) = sina - cos f 4 cos - sin 3 (4)
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pro pripad, Ze thel a+ f je ostry, vidime z obr. 4, ktery prebirdme
z Hejného Zluté knihy.

D E C
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A ar
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~—:,.‘. ....... (_9" ...... 4 bCOSB a b acosX
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& lan)
Obr. 4 Obr. 5

Tento vzorec muzeme ovsem odvodit 1 dvojim vyjadrenim

obsahu obdélniku podle obr. 5. Obdélnik ABC D ma obsah

S = absin (a + ) .

Tento obdélnik je ovSem sjednocenim neprekryvajicich se obdél-
niki AFED a FBCE, takze pro jeho obsah plati:

S = absina cos B + abcos asin 3.

Odtud je tvrzeni (4) zfejmé.

et

....... [cosx,sina]

oS
cos(a+h)

<4

casoc C-OSB

pespfprzg=m—rm [cosf3, 5inf}1
o« i
[tH H

X

c
S
sinaccos/3

Obr. 6 Obr. 7

Podobné muzeme podle obr. 6 z Hejného dilny odvodit vzorec

cos (o + f3) = cosa - cos B —sina - sin f.
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Pékné odvozeni vzorce
cos (¢ — ) = cos o - cos f + sin« - sin 3 (6)

uvadi J. Poldk v Prehledu stredoskolské matematiky. Jsou-li u, v
jednotkové vektory se souradnicemi

U = (cos B,sin ) , v = (cosa,sina) ,

vyplyvéd tvrzeni (6) bezprostfedné z geometrického vyznamu a
definice skaldrniho soucinu (obr. 7).
Platnost vzorce

@ sina l—cos*a  [l—cosa
& 2 1l4cosa (1+cosa)2 V14 cosa

vidime z obr. 8. A

Sing

N
cosx

Obr. 8 Obr. 9

Souvislost délek stran a velikosti hli v trojthelniku vyjad-
fuji znamé véty. Sinovou vétu muzeme odvodit z geometrického
vyznamu pomeéru

MR /

a
== 2

sin «
kde r je polomér kruznice trojihelniku opsané, podle obr. 9.
Kosinovou vétu napr. ve tvaru

¢ =a® 4+ b® — 2abcos v (9)

muzeme odvodit mnoha zajimavymi zpusoby. Uvedme zde aspon
tri.
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V Cechové ucebnici pro 3. ro¢nik gymnéazii z roku 1953 se
odvozuje kosinova véta z véty Pythagorovy podle obr. 10.
A

4

C v o v - B
beosp L a-bcasp

Obr. 10

Z rovnosti
¢? = b?sin®y + (a — bcosy)®

vyplyva tvrzeni (9) pouhou algebraickou tpravou.
Je-li strana a trojihelniku ABC mensi nez jeho strana c,
vyplyvé kosinova véta z véty o mocnosti bodu ke kruznici podle

obr. 11 (S. K. Kung, 1990).

Obr. 11

Vyjadiime-li obsahy ¢tverct ,,nad odvésnami“ ostrothlého troj-
tGhelniku podle obr. 12, je rovnéz tvrzeni (9) bezprostfedné patrné.
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acosj b ,
C ;
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Obr. 12
Obratme nyni nasi pozornost k analytické geometrii.
Vzorec _
kx —

11+ k2|

pro vzdalenost bodu Xy[zo, yo] od pfimky y = kz + ¢ v roviné
muzeme vycist z podobnosti trojihelniki podle obr. 13. Jestlize

v/ C e . & ’
oznaime k = ——, ¢ = 5 ptrejde vzorec (10) ve znamy vzorec

b

_ lazo + byo + ¢| (1)

d
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pro vzdalenost bodu X[z, yo] od pfimky s rovnici ax+by+c = 0.

), / y=/(X+7

( lkx,+q-y.l

- é i I‘[x,,y.]
i I |
\ ! H X
P X x+1
C{ - /kxofz-za/
Y 14 k?
Obr. 13

Pomoci geometrického vyznamu skalarniho soucinu dvou vek-
tord muzeme urcit velikost pravotihlého prumétu tsecky BXy do
primky p dané parametrickym vyjadienim

X = Xo+ s, kde s e R. (12)
Protoze vektor 1
—3 =
W = :;I 57 U

je jednotkovy, plati podle obr. 14

~3 —
|6 - 7| = || 0] |7 cosp| =|X0Q|. (13)

Odvozeni tohoto vzorce pro tupy thel ¢ prenechdvam ctendri.

Obr. 14
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Vzorec (13) muzeme uplatnit pri urceni vzdalenosti bodu Xo
od primky p dané obecnou rovnici

ar+by+d=0 (14)

v roviné nebo od roviny ¢ dané obecnou rovnici

ar +by+cz+d=0 (15)
v prostoru.
y -
ax+6)uds0
o
X
p
Obr. 15
Je-li B libovolny bod pifimky p (roviny g), pak o = (a,b)
(resp. @ = (a,b,c)) je normélovy vektor pfimky p (roviny p)
oy . ‘—B) 5T sk 1 .
a oznacime-i XoB = b, W = l:—|, vyjadiuje vztah (13)
u

vzdalenost bodu Xy od pfimky p (roviny p).
Podobnym zptisobem muzeme urcit napr. vzdalenost mimobéz-

nych primek

p:X=A+s7, seR
(16) ¢: X =B+t7, teR

Oznacime-li smérovy vektor osy o mimobéznych primek p,q
jako vektor

W= x W,



MATEMATIKA V OBRAZECH (2) 73

ax +b]f(,2 +C{‘ 0

Obr. 16

kde @ x ¥ je vektorovy souéin vektort &, 7, je

——

1
n:mw

jednotkovy vektor zaméfeni osy o. Je-li Zﬁ = @, pak podle
obr. 17 plati pro vzdalenost d mimobéznych pfimek p, ¢

d=|a 7.
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Obr. 17

v

Muysleni je zajimavéjsi neZ védeéni, neni vsak zajimavéjsi ne
hledeni.

™N¢

J. W. Goethe



