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ZLATY REZ

a co vSe s nim souvisi

JIR{ VESELY

V dnesni dobé je béznému stiedoskolakovi zlaty rez nezndmym
pojmem. Je to Skoda, nebot nabizi ilustraci souvislosti zdanlivé
velmi vzdalenych partii matematiky, a to na rizné Grovni vyspé-
losti matematického uvazovani. Clanek objashuje nékteré z téchto
souvislosti a uvadi nezbytné historické poznamky; vznikl z textu
prednasky konané 19.11.1997 na soustredéni talentovanych stre-
doskolakua v Jevicku.

1. Jednou z tloh, které resil EUKLEIDES (kolem 300 pfed n. 1.)
v dile Zaklady (Kniha 2, Véta 11), bylo rozdéleni tsecky délky
a na dvé Casti tak, aby pomér a k délce x prvni ¢asti byl roven
poméru x k délce zbytku a — x. V tom pripadé je

&

a
g= == , ajetedy a(a—z)=2zx*.
T a—z

Proto plati

g z \° a a—zx o
g = — — + =g+1
a—=x a— a—=x

a rovnice
9°-9g-1=0 (1)

ma koreny

9=(1+5)/2 a ¢ =1-5)/2.

Zadani tlohy vyhovuje pouze kladny kofen g. Pro lepsi pfedstavu
uvedme, ze g = 1,6180339887...; pfevracend hodnota h = 1/g
vyhovuje rovnici

h*4+h-1=0 (2)
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o kotenech h=1/g=9g—-1=(vV/5-1)/2ah’ = —g. Cisla g, ¢',
h a h' jsou zfejmé iracionalni.

Eukleides resil tuto ulohu geometrickymi prostredky. Pozna-
menejme, ze tak soucasné resil i jednoduchou kvadratickou rov-
nici 22 + az — a? = 0. Analogicky fesil i podobné rovnice. Po-
mér g je dlouho znam: nazyva se zpravidla zlaty rez (dfive téz
zlaty sek) a je pokladan za ideadlni harmonicky kompoziéni prvek
(nékdy se tak oznacuje jeho prevracena hodnota h). Za esteticky
g : 1. Také v dnesni dobé by méla podle typografickych pravidel
potisténa Cast stranky textu v idedlnim pripadé vyplnovat obdél-
nik, jehoz strany jsou v poméru g. PopiSme si pro tplnost Euklei-
dovu konstrukci (je jednou z mnoha moznych; viz [Kli], str. 66)
jako ilustraci geometrizace matematiky, ktera souvisela s potizemi
vyvolanymi objevem nesouméfitelnosti. Zaci si pfi jejim zdivod-
néni mohou ovérit uzitecnost Pythagorovy véty.

Sestrojime ¢tverec ABCD o strané a. Pak postupné konstruu-
jeme body E, F,G, H tak, aby pro délky usecek platilo

BE =EC, AE=FEF, BF =BG;
Ctverec BGHF o strané x méa tyz obsah jako obdélnik GIDA,
jehoz strany maji délky a,a — .

2. Pripomenme nejprve, ze symboly N, Z, Q a R se uzivaji po
radé k oznaceni mnozin vSech prirozenych, celych, racionélnich
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a redlnych ¢isel. Pro NU {0} uzivame oznaceni Ny. K prohloubeni
znalosti o posloupnostech a o geometrické radé mize slouzit nasle-
dujici uloha o rekurenci, kterou pfipomeneme vcetné historickych
souvislosti.

V r. 1202 vydal LEONARDO z Pisy (1180 — 1240), zndmé;jsi
pod jménem Fibonacci, knihu Liber Abaci, v niz se vyskytl znamy
problém o rustu krali¢i populace. Prevezmeme modernéjsi upravu
tlohy z [Kon], str. 112: Kolik pdri krdliki se béhem jednoho roku
narodi z jednoho pdru, jestliZe kazdy par da meésicné priristek
jeden padr, jenZ bude schopen plodit po dvou mésicich, kdyZ pritom
Zadny pdr nezahyne 2!

Pri treSeni ulohy dospivame k posloupnosti ¢isel ¢, € Np,
popsané rekurentnim vzorcem

Cnt+l =Cn+Cn-1, NEN, (3)

a podminkami ¢y = 0, ¢; = 1. Jde tedy o posloupnost {F,}52,
tzv. Fibonacciho cisel

{0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233,377,...};  (4)

jejl ¢ast popisuje postupné stav po jednotlivych mésicich: na za-
catku mame (napft. k 1.1. kalendarniho roku) 1 produktivni pér,
po mésici 2 pary, z toho jeden produktivni, po dvou mésicich 3
pary, po tfech 5, ..., a po dvanéacti celkem 377 pari. Populaci
bude tvorit plivodni par a dal$ich 376 pari narozenych v uvazo-
vaném obdobi jednoho roku; ¢isla tvori podposloupnost {Fy,}14 .

Lze nalézt néjaky vzorec vyjadiujici primo n-ty ¢len Fibonacci-
ovy posloupnosti? Predpokladejme, ze vztahu (3) vyhovuje geo-
metrickd posloupnost a polozme ¢, = z™; z (3) dostavame rovnici

gt ="+ 2™, resp. z2-z-1=0, (5)

takze jsme dospéli opét k rovnici (1) o kofenech g a ¢'. Snadno
nahlédneme, Ze posloupnosti {g"}22, a {(¢')"}5, vyhovuji re-
kurenci (3) a ze tuto vlastnost ma pro libovolné zvolend «, 5 € R

i posloupnost
{agn + ﬁ(g,)n ;'L.O:O :

1Formulace se mohou trochu li§it, v [Kon] je teprve z feeni patrné, jak je
zadani chidpéno.
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Z podminek ¢co = a+ 3 =0 ac; = ag+ g’ =1 ur¢ime snadno
a=-=1/(g-4¢)=1/V5,
odkud dostaneme tzv. Binetovu formuli pro Fibonacciova éisla

g = ()" _ 1+VE)"—(1-+5)"

9-9 2n/5 ’
Tento vzorec objevil v 19. stol. JACQUES-PHILIPPE-MARIE BI-
NET (1786 — 1856); pokud je vzorec (6) jiz zndm, snadno se dokaze
matematickou indukci. Poznamenejme, ze posloupnosti vyhovu-
jici (3) se ¢asto nazyvaji podle FRANGOISE-EDOUARDA ANATOLA
LUCASE (1842 — 1891) posloupnosti Lucasovy.

3. Také trojuhelnikové schéma binomickych koeficient, které
nazyvame Pascaliuv trojuhelnik, je velmi staré a bylo znamo jiz
mnoho let pfed dobou BLAISE PASCALA (1623 — 1672), vyznam-
ného matematika a konstruktéra prvniho pocitaciho stroje. V Ev-
ropé se objevuje v tisténé podobé v knizce z r. 15272. Souvisi
posloupnost {F,}52; s Pascalovym trojuihelnikem? A¢ to nemusi
byt na prvni pohled patrné, odpovéd zni ano. V nésledujicim sché-
matu sectéte prvky, oznacené stejnymi hornimi indexy:

Fo =

neNy. (6)

1® 6 15 20 15 6 1

Pokud se to bude zdat ¢tenari malo presvédcivé, mize si za cviceni
samostatné indukci dokazat vzorec

. (n—k
Fn-l-l:Z( k >1 nEN07 (7)

k=0

2v Ciné& jiz v r. 1261; viz ¢lanek [KrL).



ZLATY REZ 157

kde se podle standardni definice binomickych koeficienti nékteré
¢leny souctu anuluji. Této souvislosti lze vyuzit pri procvi¢ovani
vlastnosti binomickych koeficientl ¢i indukce.

4. Podivejme se na néco odlisného: mame-li urcit nejvétsiho
spolecného délitele dvou prirozenych cisel a, b, je standardnim
postupem uziti tzv. Eukleidova algoritmu. Jim se zabyva Euklei-
des v Zdkladech (Kniha 7). Ukazme si to na prikladu. Zvolme
napr. dvojici Cisel 57, 17; pak plati

o7 6 17 5 6 1
7=t 6 ~‘tg> 5115
a vzhledem k tomu, Ze zbytek v poslednim déleni je roven 1, jsou
¢isla 17 a 57 nesoudélna. Z predchoziho vSak také dostavame

57 6 1 1
—=34+ —==34+ —=3 4+ —. 8
17 17 54 5 54 1 ®)
6 1+ 1
5
Zde lze patrné nalézt zaklad vyjadrovani ¢isel pomoci tzv. retézo-
vych zlomki, coz je zpisob opét velmi stary. Seznadmime se s nim
nejprve intuitivné. Popiseme nékolik dalsich prikladd. Vyjadreni
v této formé nemusi byt jako v (8) ,ukoncené“; jiz z r. 1685 je
formule, kterou uvadi JOHN WALLIS (1616 — 1703):

4 1

= e

T + 9
2 +

25
49
2+...

Wallis, ktery rovnéz patrné prvni zavedl nazev retézovy zlomek
(v origindle ,continued fraction®), piSe, Ze k tomuto vzorci dospél
WILLIAM BROUNCKER (1620 - 1684) upravou znamé formule
(u nas byva nazyvana Wallisova a uvadi se zpravidla ve formé
pro vyjadreni m/2)

4

2+
2+

BBl B Pu s
2.4-4-6-6-8
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Jiz r. 1572 uvddi RAFAEL BOMBELLI (1526 — 1572) nésledujici
vyjadreni
1

V2=1+

2+
2+
2+

1
2+...

Z¥ejma pravidelnost ve vyjadieni vyplyva z faktu, ze v/2 vyhovuje
jednoduchému vztahu @ = 1+ 1/(1 + a). Podobné z jiz diive
zminéné rovnosti g = 1+ h =1+ 1/g plyne vyjadreni

g=1+ ! . (9)

1+

14+
14+

1
1+...

Zlaty fez ma tedy pri vyjaddreni retézovym zlomkem patrné
nejjednodussi tvar. Pro ¢islo 7 plati napr.

4 1
T=0+4+ y T=3+

1+ 7+
2+ k 15 + !

2+ 2 1+ !

24 .- |

Uvedend souvislost muze zpestfit vyklad o 7, o numerickém
pocitani apod.
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