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JESTE JEDNOU O VEZOVYCH POLYNOMECH

EMIL CALDA

Matematik md mit doma
vézového polynoma !

V minulém ¢éisle byl v ¢lanku Permutace s omezujicimi pod-
minkami a véZoveé polynomy vysvétlen pojem vézového polynomu
a naznaceno jeho vyuziti pro feSeni kombinatorickych tloh. Pri-
pomenme si, ze vézovym polynomem v(z,S) pfisluSnym siti S se
rozumi polynom

v(z,S) = vo(S) +v1(S)z + v2(S)z? + v3(S)z® + ... ,

jehoZz koeficienty vg(S) pro k > 0 udavaji, kolika zptsoby lze na
sit S rozmistit k vzajemné se neohrozujicich vézi; pro k = 0 se
klade vo(S) = 1. Vyuziti vézovych polynomu je zalozeno na véte:

Pocet permutact z n prvki s omezujicimi podminkam: je ddn

vyrazem
n

> (=D)*ue(S)(n - k),

k=0

kde vy (S) jsou koeficienty véZového polynomu v(zx,S) prislusného
siti S, kterd odpovida danym omezujicim podminkam.

VyfreSime nyni nékolik dloh, na néz v uvedeném ¢lanku nezbylo
misto.

Zajimejme se o pocet tanecnich pard sestavenych z pant
P ,P,...,Ps a dam D,,D,,...,Dg, maji-li byt splnény poza-
davky, aby ddma D; netancila s pAnem P, ddma D, s pany P,
a Py, ddma D4 s pany P, a Ps, ddma Ds s pany P, a Py a ddma
D¢ s panem Fs.
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Dané omezujici podminky znézornime vysrafovanymi policky
na obr. 1 a pokusime se ur€it vézovy polynom v(z,S) této siti
S prislusny. Urcujeme-li tento polynom podle definice, snadno
zjistime vo(S) = 1, v1(S) = 8 a jesté mozna vo(S) = 22, ale
s urCenim poctu zpusobi, jak na vysSrafovand policka rozmistit
tri, Ctyri a pét vzdjemné se neohrozujicich vézi uz budeme mit
mensi problémy a snadno udélame chybu.

Situace se ponékud zjednodusi, vSimneme-li si, ze sit S lze
rozlozit na disjunktni sité S; (tvorenou vsemi vySrafovanymi
policky kromé policka DgPs) a Sy (tvofenou jen polickem DgFyg).
Jak vime, pro hledany polynom v(z, S) plati

v(z, S) = v(z, S1).v(z,S2) ,
pricemz
v(z,S3) =14z .

Chceme-li vSak urcit polynom v(z,S;), narazime na podobné
potize — i kdyz ponékud mensi — o kterych byla rec¢ vyse. Jak vSak
vime, miizeme polynom v(z, S;) urcit volbou vhodného policka w
sité S;. Plati pak

’U(CE,Sl) = 'U(Q:,Slw) -} xv(m,siw) )

kde Si je sit Sp, ze které je vynechano policko w, a S7,, je sit
S1, ze které jsou vynechana vSechna polic¢ka lezici v témze fadku
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a sloupci jako policko w (véetné ného). Zvolime-li za policko w
tfeba pole D5 P,, dostaneme:

v(z,81) = (1 +6z+ 1122 + 723 + z*) + z(1 + 4z + 32?) =

=147z + 1522 + 1023 + z* .

A protoze
U(‘T’S?) =1+z )

mame pro vézovy polynom sité S vyjadreni
v(z,S) =v(z,8) v(z,S2) = 1+ T+ 1522 +102° +z*) (1 +2) =

=1+ 8z + 22z° + 252° + 11z* + 2° .
Hledany pocet tanec¢nich pari je tedy roven

n

S (=1 k() (6 - k) =

k=0
=1.6! — 8.5 +22.4! — 253! +11.2! — 1.1! + 0.0! =159 .

Poznamenejme jesté, ze vypocet polynomu v(z,S) se patrné
zjednodusi, kdyz radky a sloupce sité na obr. 1 vhodnym zpu-
sobem premistime podle obr. 2. Takto vzniklou sit S rozlozime
na disjunktni sité S; (vSechna vySrafovand policka ve sloupcich
Py, Py, Py, Ps) a Sy (policko DgFg) a v siti Sy zvolime za policko
w pole Dy Py; jeho vynechdnim se totiz sit S; rozpadne na dalsi
dvé disjunktni sité, takze pro polynom v(z, S) dostaneme:

v(z,8) = 1+ 2)[(1 +3z+2%)? + z(1 + 2z)?] =
=1+ 8z + 222% + 252°% + 11z* + 2° .

V nésledujici Gloze se budeme zajimat o to, kolika zpisoby
lze permutovat pismena slova RADAR tak, aby Ziadné nebylo
na plvodnim misté, tj. aby pismeno R nebylo prvni ani paté,
A nebylo druhé ani ¢tvrté a pismeno D nebylo treti. Tuto tlohu
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muzZeme samoziejmé vyreSit i bez vézového polynomu tak, zZe
vypiSeme vSechny moznosti:
ADRRA, ARARD, ARRDA, DRARA.

Je vSak jasné, Ze tento zpusob reSeni neni vzdycky nejvhodnéjsi;
kdybychom se o totéz zajimali napf. u slova CECILIE, museli
bychom vypsat moznosti mnohem vice.

S pouzitim vézovych polynoml vyreSime danou tlohu nasle-
dovné. Stejnd pismena rozlisSime indexy a utvorfime prislusnou sit
S podle obr. 3, pro jejiz vézovy polynom v(z, S) plati:

v(z,S) = (1+4z+22%)?(14+2) = 1+92+2822+ 3623 +20z* +4z° .

aqlaz as 2o a,

|2]¢ |5 e
7 wl e

o)
N\ o
§\§

i % o A/ N

A, X7 = Lo 1////','.__]{‘—: ;

| 1 7 3 A A e
Obr. 3 Obr. 4

Odtud dostavame, ze pocet permutaci, v nichZ pismena R;, Rs
nejsou na 1. ani 5. misté, pismena A;, As nejsou na 2. ani 4.
misté a pismeno D neni na 3. misté, je

1.5! —9.4! + 28.3! — 36.2! + 20.1! — 4.0! = 16 .

Abychom se vratili k ptivodnimu slovu RADAR, ztotoznime
pismena rozliSena indexy, takze pocet permutaci slova RADAR,
v nichz zadné pismeno neni na ptivodnim misté, je dan ¢islem

16
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Pomoci vézovych polynomi se da snadno urdéit, kolika zpiisoby
je mozno prestavét n-Clenny zastup tak, aby zadny jeho ¢len nezi-
stal na misté. Pocet permutaci tohoto typu se obvykle znaci D,,,
coz pochézi z anglického nazvu pro tyto permutace: derangements
— nepotradky. (Plati napf. D; = 0, Do = 1, D3 = 3, Dy = 9,
D5 = 44).

Méjme tedy n prvkd ai,as,as,...,a, a hledejme pocet per-
mutaci, ve kterych prvek a; neni na i-tém misté pro vSechna
1 =1,2,3,...,n. Sit S, ktera témto podminkdm odpovida, je tvo-
fena vysrafovanymi poli¢ky na obr. 4; jejim postupnym rozlozenim
na disjunktni sité skladajici se z jednotlivych poli¢ek zjistime jeji
vézovy polynom v(z, S):

v(z,S) = (1+z)" = 1+(T{):H(g):c2+(g>x3+---+(z>x".

Pro pocet D,, permutaci uvazované vlastnosti tak plati:

k=

k
Stoji za povsimnuti, ze ) ,_, gll—L je soucet prvnich n + 1 ¢lent
k

fady 3 peo L__‘L, jejiz soucet je e~!, odkud vyplyva pozoruhodny

vztah:
li - =
n_l.,n;o = Z

V nasledujicim prikladu ptjde o to, kolika zptsoby se da
SestiClenny zastup, na jehoz lichych mistech stoji muzi a na
sudych mistech Zeny, prestavét tak, aby zaddny muZ nestal na svém
puvodnim misté.
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Predpokladejme, Ze v daném pocatednim zastupu stoji muzi
M, M,, M3 na mistech 1, 3, 5 a zeny Zi,Zs,7Z3 na mistech 2,
4, 6. Sit, ktera odpovida pozadovanym permutacim, je tvorena
vysrafovanymi policky na obr. 5; z jejiho vézového polynomu

v(z,8) =(1+x)®=1+3z+32% +2°

vyplyva, ze hledany pocet zpusobi prestavéni daného zastupu, ve
kterych zadny muz neni na svém ptivodnim misté, je

6! — 3.5! + 3.4! — 1.3! = 366 .
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Obr. 5 Obr. 6

Podivejme se nyni, jak se tento pocet zméni, budeme-li poza-
dovat, aby kromé toho, Ze v prestavéném zastupu neni zadny muz
na svém puvodnim misté, ztustal kazdy na misté lichém.

Témto permutacim odpovida sit na obr. 6, jejiz vézovy polynom
— jak s nevelkymi potizemi zjistime — ma tvar

1+ 12z + 3922 + 342° .
Pro pocet permutaci pozadovanych vlastnosti odtud dostaneme
6! —12.5!+39.4! — 34.3! =12 .

Pozorny ctenar nepochybné vidi, Ze cely tento vypocet jsme si
mohli uSetrit, kdybychom si uvédomili, ze pocet moznosti, jak
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danym zpusobem premistit muze, je D3 a ze ke kazdému tomuto
premisténi muzu existuje 3! moznosti, jak premistit zeny. Hledany
pocet permutaci je tedy

D3l =26=12.

Zavérem obménime tuto ulohu jesté tak, aby zakdzanym po-
zicim v prestavéném zastupu odpovidala vysrafovana policka na
obr. 7. Vézovy polynom této sité uréime tak, ze premistime jeji
radky a sloupce podle obr. 8, ¢imz dostavame:

v(z,S) = (1+ 4z +2z%)° =
=1+ 12z + 542 + 112z° + 108z* + 48z° + 8z° .
Hledany pocet prestavénych zastupi je

6! —12.5! + 54.4! — 112.3! + 108.2! — 48.1! + 8.0! = &80 .
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Vsechny uvedené tulohy tykajici se Sesticlenného zastupu si
pilny Ctendr jisté zobecni na pripad zastupu n-clenného. Zaroven
doufam, ze z vySe uvedenych radku je vidét, ze teorie vézovych
polynomi je nejen jednoduchd a hezka, ale ze v radé uloh — a to
1 stfedoskolskych — muze byt také uzitecna.
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