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UKAZKA PROGRAMU V SYSTEMU FAMULUS (2)

JARMILA SOTOVA

II. Grafické znazornéni

posloupnosti postupnych aproximaci v roviné

Ve druhé ¢asti ¢lanku ukdzeme, jak lze posloupnosti postupnych
aproximaci popsané v predchozi ¢asti ¢lanku graficky znézornit
v roviné a demonstrovat na pocitaci pomoci nabizeného programu
v systému FAMULUS. '

Program pracuje interaktivné, vstupni hodnoty, tj. koeficienty
systému rovnic a pocatecni aproximace, se zadavaji z klavesnice.
Program umoznuje resit libovolny systém rovnic libovolnou z uve-
denych metod. Student si mize zvolit metodu, kterou pouzije k re-
Seni daného systému, resp. mize zvolenou metodou reSit riizné
systémy rovnic. Grafy lze zobrazovat i do vice oken (az ¢tyf) na
obrazovce a srovnavat tak ziskané vysledky mezi sebou.

Necht je v eukleidovské roviné dana kartézskd souradnicova
soustava s pocatkem P a necht {m(k)}go je posloupnost postup-
nych aproximaci generovanych itera¢nimi formulemi Jacobiovy,
Gaussovy-Seidelovy, pfipadné relaxa¢ni metody (viz. vzorce (3),
(9) a (10) ). Pak misto vektort z(¥) mtzeme uvazit body X*)

takové, ze
z® = px( 3 .

Posloupnosti postupnych aproximaci jsou pak demonstrovany
témito body. Pfitom pro soufadnice bodd X® a vektort z(*)
plati

z®) = (z(B) 4By o x*®) = [xm,y(k)] ,
Na obr. 1 je graficky znazornén konvergentni itera¢ni proces

Jacobiovy metody pro systém rovnic

2z - y= 4,
z—2y=-1



138 JARMILA SOTOVA

ITERACNI METODY PRO RESENI SOUSTAVY Z LINEARNICH ROUVNIC PRO 2 NEZNAME

o

Pl P2

A 2 U

-1 -
e
X >
OBR. 1
a pro pocateéni aproximaci z(® = (6,5), ktery jsme popsali

v prikladé 1. Konstrukce postupnych aproximaci je z obrazku
patrna.

Necht (@ = (2(9 4(9) je poateéni aproximace a necht p; je
primka, kterd graficky znazornuje prvni rovnici, p, primka, ktera
graficky znazornuje druhou rovnici. Pak ze vztahd

a1l aii
a b
Q22 a2

je zifejmé, Ze na ptimce p; lezi bod (zV),4(®), na piimce py lez
bod (z(©),y(™)). Konstrukce aproximace z(*) pomoci ordinal je
na obrazku provedena. Dalsi aproximace se zobrazuji analogicky.
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ITERACNI METODY PRO RESENI sousrvaz LINEARNICH ROUNIC PRO Z NEZNAME

[¢]

Ny
-

OBR. 2

Grafické znazornéni Gaussova-Seidelova itera¢niho procesu se
provede obdobné. Protoze nyni plati

V= 42,0 b
aii a1l
a b
a2 a22

vidime z druhé rovnice, ze postupné aproximace pocinajice apro-
ximaci £ (1) lez{ na pfimce, ktera graficky reprezentuje druhou rov-
nici systému. Situace je zndzornéna na obr. 2.

Na obr. 3 jsou vedle sebe zobrazeny itera¢ni metody Jacobi-
ova a Gaussova-Seidelova pro soustavu rovnic (6) a pro poc¢atecni
aproximaci z(® = (4,—1). Obrazek nadm umoziiuje posoudit a
srovnat nazorné rychlost konvergence obou metod. Pro uvedeny
systém rovnic plati ¢ = 0.93, a tedy obé metody soucasné kon-
verguji, pricemz Gaussova-Seidelova metoda konverguje rychleji.
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ITERACNI METODY PRO RESENI SOUSTAVY 2 LINEARNICH ROUNIC PRO 2 NEZNAME
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30 1.34680345E+0 6.58247845€E-1 3@ : 6.09502530€-1 1.21658132E+Q
31 = 1.68350431E+0 8.73736397€E-1 31 = 5.668373353€-1 1.2364206
32 = 1.2352S52Z721E+0 7.171790496E-1 32 : 5.27158738E-1 1.25487119€+0
pres.= 4 .58334780564949985€E-1 pres.= 4 .37586045589878806E—-2

opakovani? ¢ a/n )

OBR. 3

Ponévadz ¢ je blizké k jedné, je konvergence obou metod velmi
pomala. .

Na obr. 4 je ve ¢tyrech oknech zobrazena relaxa¢ni metoda apli-
kovand na systém rovnic (4) z Prikladu 1 pro étyfi riizné hodnoty
relaxac¢niho parametru w. Mizeme sledovat, jak se v zavislosti na
w méni prubéh generované posloupnosti aproximaci:

v prvnim okné je w = 0.25, metoda konverguje velmi pomalu;

v druhém okné je pro w = 1 iteraéni proces Gaussovy-Seidelovy
metody;

ve tfetim okné je w = 1.071797, coz je tzv. optimalni hodnota
parametru, pri niZ metoda konverguje nejrychleji;

v poslednim okné je w = 2 a metoda uZ je divergentni.
Posloupnost iteraci ma v8ak zajimavy priibéh - je periodicka
s periodou p = 3.

Pocate¢ni aproximace je stale (%) = (6, 5).
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ITERACNI METODY PRO RESENI SOUSTAVY 2 LINEARNICH ROVNIC PRO 2 NEZNAME
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OBR. 4
III. Cykly

V predchozich ukézkéch jsme vidéli rizné priklady konvergent-
nich i divergentnich iteraénich procesi. Zatimco konvergentni ite-
raéni procesy jsou jednoznac¢né, divergentni posloupnosti se mo-
hou svym priibéhem lisit. Mezi nejzajimavéjsi pripad patii situace,
kdy generovan posloupnost postupnych aproximaci je periodicka
s periodou p, kde p > 2 je pfirozené ¢&islo. V tomto pripadé pak
rikdme, Ze ve zminéné posloupnosti iteraci nastava cyklus fadu p.
K presné definici cyklu generovaného poc¢éteéni aproximaci z(©) a
k odvozeni nutnych a posta¢ujicich podminek pro jeho existenci je
tfeba zdkladnich znalosti z teorie matic a linedrnich transformaci.
Presto je vhodné studenty sezndmit i s témito druhy iteraénich
procesu. Ziskaji tak komplexné&jsi pohled na atraktivni proble-
matiku, kterd se ve vy$si matematice studuje pomoci naro¢ného
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aparatu funkciondlni analyzy. Zde se k ni dostanou pomoci dobfte
znamych elementarnich pojmu.

ITERACNI METODY PRO RESENI SOUSTAVY 2 LINEARNICH ROUNIC PRO 2 NEZNOME

3 JACOBIOVA METODA:
o 1.ROUNICE:
p1 all,1]= 1.0900000€+Q
all,2)=—3.000000E+a
\ blL1l= -3.000000E+Q
3t 1
T YOI - - - 2.ROVUNICE:
2k LV | () (SNSRI SR, . al2.11= 1.000000€+@
Y § 2 al2.21= 3.0000Q0GE+0
bL2]1= 9.000000E +0@
]
( o -~ -~ —
I &7 | ! 2
1 H q= aC1,2Imal2.,11/
: ' ZalCl,1Imal2,2]3=
=—1.00000000E +0
o} L
X0 XT
RESENT :
-1 XT= 3.00000000€ +0
- ! L L L ) L L L YTI= 2.00000000c +0
=4 [¥) 1 2 3 4 S 6 ?
x _—)
x v pres.
SPEKTRALN{ POLOMER :
RO= 1.00000000E +Q
1 : 4.50000000€ +Q 2.83333333€+0 4.01386486E+@
2 : 5.50000000€+0 1.50000000€ +@ 1.66666667E+@ detA= 6.00000000E+0
3 : 1.S0000000€ +Q 1.16666667E+Q 4.01386486E+Q@ Z1SLO PODM{NENOSTI :
4 : S5.00000000c-1 2 . S0000000E +0 1.66666667E+0@ CP= 4.00000000€ +0
5 I 4.S5S0000000€+Q 2.83333333€+0 4.01386486E +0
6 : 5.50000000€+0 1.50000000cC +0 1.66666667E+0 POCATEENT APROX IMACE :
7 @ 1.S0000000€ +0 1.16666667E+@ 4.01386486E +0 53= 2-000000006:;
= 2.50000000E
8 : 35.00000000€-1 Z- +Q 1.66666667E +@
OBR. 5

U Jacobiovy metody nastdvd pouze cyklus fddu p = 4. Na
obr. 5 je takovy cyklus zobrazen pro systém

r—3y= -3,
z4+3dy= 9

a pro poCéate¢ni aproximaci () = (0.5,2.5). Neni bez zajimavosti
s1 povS§imnout, Ze pro q dané vztahem (7) plati ¢ = —1. Lze ukézat,
ze u Jacobiovy metody je to nutnad a postacujici podminka pro
existenci cyklu a lze ji pouzit k nalezeni soustavy rovnic, kterd
ma, v posloupnosti aproximaci cyklus.

U Gaussovy-Seidelovy metody nastava cyklus od aproximace
x), a to opét pravé tehdy, kdyz je ¢ = —1. Tento cyklus mé viak
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jiny charakter nez cykly Jacobiovy nebo relaxa¢ni metody, které
nastavaji od aproximace x(?.

Relaxac¢ni metoda s parametrem ma v dusledku zavislosti na
realném parametru w mnohem rozmanitéjsi chovani i z hlediska
existence cykli. Mze u ni nastat cyklus libovolného radu p > 3.
Na obr. 6 jsou graficky znazornény priklady ¢tyr cykld. Systém
rovnic je ve vSech pripadech tvaru

z+y=1,
az+y=1,

pricemz a se postupné meéni:

- v prvnim okné je a = 0.25 a v posloupnosti iteraci mame cyklus
radu p = 3;

- v druhém okné je zobrazen pro hodnotu a = 0.654509 cyklus
radu p = 5;

- ve tretim okné mame pro a = 0.322698 cyklus radu p = 13;

- ve ¢tvrtém okné pro a = 0.712890 cyklus radu p = 50.

Ve viech ¢tyfech oknech je (9 = (0,0) a w = 2.

Pro nalezeni soustavy rovnic s cyklem daného radu p > 3 je
nutné a staci, aby platilo

1
w=2 azarovenh g¢q= 5(1 + cos 27 s)

kde s je racionalni ¢islo tvaru s = % a l je jakékoli prirozené ¢islo
s vlastnosti | < g. Snadno lze nahlédnout, ze pro q v pripadé
existence cyklu nutné plati

0<g<l1.
Na obr. 6 médme postupné v jednotlivych oknech s = 3,5 = £,
s=13,8= 2.

Z tohoto obrazku je rovnéz patrna zajimava geometrickd vlast-
nost postupnych aproximaci, kterou vSak mizeme dokazat pouze
prostiedky teorie vektorovych prostort: v pripadé existence cyklu
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ITERACNI METODY PRO RESENI SOUSTAVY 2 LINEARNICH ROUNIC PRO 2 NEZNAME
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OBR. 6

lezi postupné aproximace na elipse se stredem v bodé, ktery gra-
ficky zndzornuje presné reSeni systému rovnic, tj. v priseciku pri-
mek, které graficky znazornuji jednotlivé rovnice systému.

U nékterych itera¢nich metod lze generovat posloupnosti, které
sice nejsou periodické, ale s rostoucim k se blizi k nékteré pe-
riodické posloupnosti. Takové posloupnosti se v literature nazy-
vaji asymptoticky periodické posloupnosti. Se specialnim pripa-
dem téchto posloupnosti se mizeme setkat u relaxa¢ni metody.
Jestlize pro soustavu rovnic plati

q <0,

pak lze vzdy nalézt ¢islo a € (0,2) takové, ze pro w = «
generujeme relaxaéni metodou posloupnost aproximaci, ktera
s rostoucim k konverguje k periodické posloupnosti s periodou
p = 2. Hodnotu «a lze opét ziskat z programu.
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Na obr. 7 je zobrazena posloupnost postupnych aproximaci
geénerovana relaxa¢ni metodou s parametrem pro soustavu rovnic
or+ y= 4,
z— 10y = —-20

a pro w = 1.752201. Aproximace konverguji k cyklu radu p = 2,
ktery je tvofen vektory ¢(® = (—1.42,0.76) a c¢(1) = (2.21,3.32).

ITERACNI METODY PRO RESENI SOUSTAVY 2Z LINEARNICH ROUNIC PRO 2 NEZNAME

RELAXAZNT METODA :
S+
1.ROWNICE :
al 1 af1.1]= 3.000000E+Q
al1,2)= 1.000000€+0
5 L c1 bC11= 4.000000E+0
3 -
T | | 2-rovicE:
11
2t _ alz.11= 1.000000E +@
w al2.2)=—-1.000000E +1
' bL2Z)= -2.900000E+1
| 1} .
r o
2 .\ q= alfl1.2)wal2,11/
ok " ZaCl.,1Imal2,2]3=
=—2 . 00000000E -2
RESENT :
=1 |-
XT= 3.92156863E-1
1 i = L s L 1 YT= 2.93821569E+0
-4 -2 3] 2 4
? . I )
RELAXAENT PARAMETR :
OM= 1.75220131E+0
x v pres.
SPEKTRALN{ POLOMER :
N RO= 1.00000000€ +0
25 : 2.20636949E+0Q 3.32205889€ +@ 4.44389620E+0
26 :-1.42205617E+0 ?.56372693€E-1 4.44389677E+0 detA=—3. 10000000€ + 1
27 : 2.20637013E+0 3.32205856E +0 4.44389709€+0 &1SLO PODMINENOSTI :
28 :-1.42205653E+Q 7.56372884E-1 4.44389727E+9 CP= 2.372549QZE+Q
29 : 2.20637033E+0 3.32205845E+0 4.44389738E+0
30 :-1.4220S5663E+0 7.356372945€E-1 4.44389744E+0 POCATESNT APROX INACE :
31 : 2.206379039€+0 3.32205842E+0 4.44389747E+0 zg g-ng
= 0.00000000€
32 :-1.42205668E+@ 2. -1 4.44389749€+0
OBR. 7
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