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SESTROJUJEME KUZELOSECKY BEZ KRUZITKA

BOHDAN ZELINKA

Zname tadu konstrukci kuzelosefek, pokud jsou dany udaji
o nich, napriklad nékterymi osami, vrcholy ¢i ohnisky. Nakonec
pri nich dochazime k tomu, Ze mame v pripadé elipsy ¢i hyperboly
sestrojena obé ohniska, v pripadé paraboly ohnisko a ridici
primku, a davame se do sestrojovani kuzelosecky bod po bodu,
pricemz pilné uzivame kruzitka. Kdyz téch bodii médme dostatecné
mnoho, spojujeme je od ruky nebo podle kiivitka. Cim jich mame
vice, tim to muzeme provést presnéji a teoreticky muzeme ziskat
libovolny konecny pocet bodu.

Tohle ovSem kazdy zna a vi, Ze to jinak nejde, pokud neméame
zrovna néjaky specidlni pristroj jako treba elipsograf. Je vSak
mozné délat to pouhym pravitkem a bez starosti o takové véci
jako osy, vrcholy ¢i ohniska, ba i bez starosti o to, zda jde o elipsu,
o parabolu ¢i o hyperbolu. (Muzeme byt napnuti, co ndm to
vlastné vyjde.) Umozni ndm to Pascalova véta a k ni dudlni
Brianchonova véta.

Nez tyto véty vyslovime, ujasnime si zakladni pojmy. Jde o véty
rovinné projektivni geometrie, to jest geometrie, kterd nejenze se
zabyva rovinou rozsifenou o nevlastni body a nevlastni primku,
ale necini rozdilu mezi nimi a ostatnimi body a prfimkami roviny.
Takze pojem Sestithelniku (a vibec jakéhokoliv mnohouhelniku)
v projektivni geometrii bude ponékud odlisny od toho, na co jsme
zvykli. Nepujde viubec o obrazec, ktery by mél néjaké vnitini
body, ba neptijde ani o uzavienou lomenou ¢aru. Lomena cara
se totiz sklada z Gsecek a usecka je pojem, ktery se v projektivni
geometrii nedd dost dobre zavést. Takze Sestiithelnik ABCDEF
je prosté utvar v projektivni roviné, ktery se sklddd ze Sesti
bodu A, B, C, D, E, F, z nichz zddné tfi nelezi v primce,
a z primek AB, BC, CD, DE, EF, FA. Takovy Sestithelnik
muze klidné vypadat tak, jak vidime na obr. 1, ba néktery vrchol
muze byt nevlastni i nékterd strana muze byt nevlastni primkou.
Rekneme, Ze Sestithelnik ABCDEF je vepsan dané kuZelosecce,
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jestlize vSechny jeho vrcholy A, B, C, D, E, F na té kuZzelosecCce
lezi. Rekneme, Ze je ji opséan, jestlize vSechny jeho strany jsou
jejimi teénami. Kuzeloseckou budeme vzdy rozumét kuzeloseckou
regularni, to jest elipsu, parabolu nebo hyperbolu, nikoli dvojici
primek.

A C E

Obr. 1

A nyni mtzeme vyslovit Pascalovu vétu.

Véta 1 (Pascalova véta). Sestithelnik je vepsdn mnékteré
kuzelosecce pravé tehdy, jestliZe pruseciky vsSech tri dvojic jeho
protilehlych stran lezi v primce (obr. 2).

Tuto vétu, stejné jako pozdéji vétu Brianchonovu, ponechame
bez dukazu; Ctenar jej muze najit napriklad v [1].

Je-li Sestitthelnik ozna¢en ABCDEF, jde o prusetiky ABxDE,
BC x EF, CD x FA. Primka, na které tyto pruseciky lezi, se
nazyva Pascalova pfimka a budeme ji znacit p.

Jak vime, libovolnymi péti body v roviné, z nichz zadné tri
nelezi v piimce, prochézi pravé jedna kuzelosecka. Sesti takovymi
body tedy prochazi nejvyse jedna kuzelosecka.

Pascalova véta nam umoznuje sestrojovat kuzelosecku bod po
bodu, pokud je déno pét jejich bodi A, B, C, D, E. Bodem E
vedme libovolnou pfimku f, kterd neprochazi zadnym z bodu A,
B, C, D. Pokud f neni ndhodou te¢nou kuzelosecky v bodé E,
méla by protinat kuzelosecku v dalsim bodé F', a ten budeme se-
strojovat. Vyjdeme z Pascalovy véty pro Sestithelnik ABCDEF'.
Najdeme prusecik AB x DFE; to je jeden bod Pascalovy primky
p. NaSe zvolend primka f je primka EF, tedy najdeme i prisecik
BC x EF. Zminéné dva pruseciky urcuji Pascalovu primku p. Na-
jdeme nyni prisecik C'D x p; tim by méla prochézet i pfimka F' A.
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Spojime tedy tento prusecik s bodem Aj; prusecik této spojnice
s primkou f je hledany bod F'. Pfimek f prochézejicich bodem F
si muzeme zvolit libovolné mnoho a tak ziskat libovolné mnoho
bodu kuzelosecky.

Mize se stat, ze nam vyjde F' = F; znamena to, Zze zvolena
primka f je te¢nou kuzelosecky v bodé E. Je to totiz tak, ze Pas-
calova véta plati i pro urcité degenerované ”Sestiithelniky”. Méjme
pétithelnik BCDEF'. Bod B oznalme je§té pismenem A, takze
mame A = B. Vezméme primku a prochazejici bodem A a nepro-
chazejici zadnym z boda C, D, E, F. Zminény pétithelnik s touto
novou primkou muzeme brat jako ”Sestithelnik” ABCDEF, pfi-
¢emz za stranu AB povazujeme primku a. OvSem abychom ta-
kovyto ”Sestithelnik” povazovali za vepsany kuZelosecCce, nestaci,
aby vrcholy B, C, D, E, F byly jejimi body, ale navic ”strana”
AB musi byt jeji te¢nou. A pro takovy ”Sestitthelnik” rovnéz plati
Pascalova véta.

Mame-li tedy dany ¢étyfi body B, C, D, E, z nichz zadné tri
nelezi v primce, a pfimku a prochéazejici bodem B a neprochézejici
zddnym z bodu C, D, E, existuje - jak vime - pravé jedna
kuzelosecka obsahujici body B, C, D, E a majici prfimku a
jako tenu. A pouzitim popsaného ”Sestitithelniku” ji muzeme
sestrojovat bod po bodu stejné jako v predeSlém pripadé. Zde
tedy je kuzelosecka urcena ¢tyimi body a te¢nou v jednom z nich.

Degenerace muze pokracovat. Také muze byt ”Sestitthelnikem”
¢tytuhelnik se dvéma ”spojnicemi splyvajicich vrcholi”. I pro néj
Pascalova véta plati a umoznuje ndm tak sestrojovat kuzelosecku
uréenou tfemi body a te¢nami ve dvou z nich. Kone¢né muze byt
”Sestithelnikem” i trojuhelnik; tam ov8em kazdy vrchol musi byt
bran jako dvojice splyvajicich vrcholu. Znéni Pascalovy véty pro
tento pripad stoji za to, aby bylo zvlast uvedeno.

Disledek 1. Je-li trojiuhelnik vepsan do kuZelosecky, pak
vSechny tri pruseciky strany trojuhelniku s tecnou kuZelosecky ve
vrcholu trojihelniku t€ stran€ protilehlém leZi v primce (obr. 3).

Vratme se opét k puvodnimu Sestithelniku. Pascalova véta nam
také umozni sestrojit te¢nu v daném bodé kuzelosecky. Méjme
opét kuzelosecku danu péti body A, B, C, D, E a sestrojujme
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k ni tecnu v bodé E. Muzeme pro bod E zavést dalsi znaceni F,
takze £ = F a hledana teCna je ”spojnice” splyvajicich vrcholua
E a F' v ”"Sestithelniku” ABCDEF vepsaném do kuzelosecky.
Pro néj sestrojime Pascalovu pfimku p; tu ndm urcuji pruseciky
AB x DE a CD x FA. Nyni pruse¢ikem p x BC' musi prochézet
i ”spojnice” EF, to jest hledana te¢na.

Obr. 3

A vime-li, Ze v projektivni geometrii plati princip duality,
ocekavame jisté, Ze k Pascalové vété bude existovat néjaka véta
duélni. A ona existuje a nazyva se Brianchonova.

Véta 2 (Brianchonova véta). Sestitihelnik je opsdn nékteré
kuZelosecce pravé tehdy, jestliZe spojnice wvsech tri dvojic jeho
protilehlych vrcholi prochdzeji jednim bodem.

Jde-li o Sestitthelnik ABCDEF', pak tyto spojnice jsou primky
AD, BE, CF (obr. 4). Bod, v némz se tyto pfimky protinaji, se
nazyva Brianchonuv bod; budeme jej oznacovat P.

Brianchonova véta ndm umoznuje sestrojit libovolny konec¢ny
pocet tecen kuzeloseCky, kterd je dana péti teCnami. Necht tyto
teény jsou a, b, ¢, d, e. Na primce e zvolime bod F' a budeme hledat
teCnu f kuzelosecky, kterd prochazi timto bodem. Primky a, b, c, d,
e spolu s touto primkou f budou tvorit Sestithelnik opsany kuze-
losecce. Budeme hledat jeho Brianchoniv bod. Snadno sestrojime
spojnici pruseciki a X b, d X e, ktera jim prochazi. Déale vezmeme
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spojnici pruseciku b X ¢, e X f; pfimku f sice je§té nemdame, ale
vime, ze e X f = F. Prusecik uvedenych spojnic je Brianchonuv
bod P. Spojime jej s prusecikem c¢ x d; prusecik ziskané spojnice
s ptimkou a je prusecik f x a, a tudiz jeho spojnice s FE je hledana
tetna f. Bodi F na pfimce e si muzeme volit libovolné mnoho
a tak ziskat libovolné mnoho tecen kuzelosecky.

A
Pt IS
E ‘\ /‘ C
S~
D
Obr. 4

Pokud ndm vyjde f = e, znamena to, ze bod F je bodem
dotyku tecny e. Zase muzeme mit degenerované ”Sestitthelniky”.
Vezméme pétithelnik slozeny z primek b, ¢, d, e, f a z prusecika
bxc,cxd,dxe, exb. Zavedme pro primku b jesté nové oznaceni a,
takze a = b. Na této primce zvolme bod A, ktery nelezi na zadné
z piimek c, d, e, f; ten budeme brat jako ”prusecik splyvajicich
stran” a, b. Takovy Sestitthelnik poklddame za opsany kuzelosecce,
pokud primky b, ¢, d, e, f jsou jejimi teCnami a A je bod dotyku
teCny a = b. Zase zde plati Brianchonova véta. A obdobné existuji
1 ”Sestithelniky”, které jsou vlastné ¢tyruhelniky ¢i trojahelniky.
To ndm umoznuje sestrojovat tec¢ny ke kuzelosecce v pripadech,
kdy je dana ¢tyrmi te¢nami a bodem dotyku na jedné z nich ¢i
tfemi teCnami a bodem dotyku na dvou z nich. A opét stoji za
uvedeni znéni Brianchonovy véty pro trojihelnik.

Dusledek 2. Je-li trojuhelnik opsdn kuZelosecce, pak vSechny
tri spojnice vrcholu trojihelniku s bodem dotyku strany k nému
protilehlé s kuzZeloseckou prochdzeji jednim bodem (obr. 5).

A jestlize se opét vratime k puvodnimu Sestithelniku, miiZeme
si popsat, jak uréime na dané tené bod dotyku. Necht je
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kuzelosecka opét dana te¢nami a, b, ¢, d, e a hledejme bod
dotyku teCny e. Muzeme pro teCnu e zavést dal$i oznaceni f,
takze e = f a hledany bod je ”prusecik splyvajicich primek”
e a f v ”Sestithelniku” tvoreném primkami a, b, ¢, d, e, f
a opsaném kuzeloseCce. Pro néj sestrojime Brianchonuv bod P;
ten dostaneme jako prisecik spojnice bodu a x b, d X e a spojnice
bodu ¢x d, f xa. Na spojnici bodu P a bx ¢ musi lezet i ” prusecik
e X f”, coz je hledany bod dotyku.

Obr. 5

Vratme se k sestrojovani tecen. Jak jsme uvedli, mizeme si
sestrojit libovolny (ovSem koneény) pocet tefen. Prakticky to
znamend, ze se nam Cast papiru pokryje cerni a Cast zlstane
bild; ta bila ¢ast je vnitiek kuZelosecky. To by se ndm asi prili§
nelibilo. Proto pokud mame kuzelosecku danu péti te¢nami, je 1épe
si na nich podle Brianchonovy véty najit body dotyku a potom
pokracovat sestrojovanim boda podle Pascalovy véty.
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A vidite, ze jste opravdu mohli stale nechat kruzitko v jeho
pouzdre. V podstaté zde totiZz §lo o konstrukci jednoho pruseciku
primky s kuzeloseCkou, zname-li druhy, a jedné teény z bodu ke
kuzelosecce, zname-li druhou. To jsou ulohy linedrni; pfi jejich
pocetnim reSeni bychom nemuseli resit kvadratické rovnice. Pokud
bychom ten druhy pruasecik ¢i druhou teénu neznali, Slo by
o ulohu kvadratickou; pri pocetnim feSeni bychom museli reSit
kvadratickou rovnici, pri grafickém reSeni pouzit kruzitka. Souvisi
to s tim, ze pokud zname jeden koren kvadratické rovnice, muzeme
vypoclist druhy z linearni rovnice. Jde-li o kvadratickou rovnici
az?+bx+c = 0 pfi a # 0 a zndme-li jeden kofen z,, pak pouZzijeme
zndmého vztahu a(z; + r2) = —b a to je pfi zndmych hodnotéach
a, b, £ linedrni rovnice pro nezndmou z,.
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