Ucitel matematiky

FrantiSek Kufina
Matematika v obrazech (4)
Ucitel matematiky, Vol. 6 (1998), No. 4, 193-202

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/151306

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematiki a fyzikt, 1998

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/151306
http://dml.cz

193

MATEMATIKA V OBRAZECH (4)
Obsahy a objemy

FRANTISEK KURINA

Neexistuje Zddné vidéni bez mysleni. Nestaci vsak jen myslet,
abychom vidéli: vidéni je podminéné mysleni
M. Merleay — Ponty

Ve $kolni praxi se velmi c¢asto setkdvdme s nazornymi odvo-
zenimi vzorcd pro obsahy geometrickych utvari, z nichz néktera
pripomeneme obrazkem 1. Predpoklddame, ze je znam vzorec pro
obsah rovnobézniku a obdélniku, odvozujeme vzorec
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Obr. 1a)—d)

Na obr. 1a, b jsou znazornény postupy, které nelze provést. pro
libovolny trojuhelnik. V prvnim prikladu musi byt paty kolmic
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E, F sestrojenych stiedy S,O stran AC,AB body strany CB,
postup zndzornény na obrazku 1b lze beze zmény aplikovat jen
v pfipadé, ze pata P vysky v, je bodem strany BC' trojihelniku
ABC.

Podobna odvozeni jsou zndma pro odvozeni vzorce pro obsah
lichobézniku podle obr. 2. Opét predpokladame znalost vzorce pro
obsah rovnobézniku a odvozujeme v oznaceni podle obr. 2a vzorec

S :%(a—l—c)-v =35 -1,

Obr. 2b, ¢ jsou opét vazany pouze na piipady, kdy paty E, F,
resp. P, Q jsou body delsi zdkladny AB lichobézniku ABCD.
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Obr. 2a)-e)
Pro odvozeni obsahu rovnobéZniku miiZeme pochopitelné uvést
podobnou fadu obrazka (obr. 3). Pfitom predpokladame, Ze je
znam vzorec pro obsah obdélniku.
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Obr. 3a)—c)

Na obr. 4 je zachycena Eukleidova mySlenka, zZe rovnobézniky,
které se shoduji v zdkladné a k ni prislusné vysce, maji sobé rovné
obsahy. Lichobéznik ABED si totiz mizeme predstavit dvojim
zpusobem jako sjednoceni rovnobézniku a trojihelniku:

ABED = ABCD U ABEC,
ABED = ABEF UAAFD.
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Obr. 4

Protoze trojuhelnik BEC' je obrazem trojuhelniku AF'D v po-
sunuti, které prevadi bod A do bodu B, jsou tyto trojuhelniky
shodné a rovnobézniky ABC' D, ABEF maji sobé rovné obsahy.

Srafovani rovnobéznik na obr. 4 ndm pripomina jakousi rovin-
nou analogii Cavalieriho principu: rovnobézniky ABCD, ABEF
maji stejny obsah, protoze kazda primka rovnobézna s primkou
AB protina oba rovnobézniky ve shodnych tseckach. Cavalieriho
princip byl ovSsem formulovan v XVII. stoleti, polsky matematik
M. Korda vsak upozornuje, Ze Archimedes jiz o 2000 let drive
argumentoval ve prospéch tohoto principu takto presvédcive:

Nalévame-li do dvou naddob vodu a v kazdém okamziku maji
v obou nadobach hladiny stejné velky obsah, je celkovy objem
kapaliny v nadobéach stejny.
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Tak naprt. je zfejmé podle obr. 5, Ze koule ma objem

4
V = §7T7"3,

nebot rovinné fezy na valci, z néhoz je vynat dvojkuzel, a na kouli
maji v kazdé ,,vySce“ tyz obsah.
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Obr. 5

Z Cavalieriho principu rovnéz bezprostifedné plynou véty:

Kazdé dva hranoly (valce), které maji stejné vysky, a podstavy
stejnych obsahl, maji stejné objemy (obr. 6).

Kazdé dva jehlany (kuzele), které maji stejné vysky, a podstavy
stejriych obsahi, maji stejné objemy (obr. 7).

Z posledniho tvrzeni bezprostfedné plyne podle obr. 8 vzorec
pro objem trojbokého jehlanu

V ==5-0.

1
3
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K libovolnému trojbokému jehlanu ABC D mtizeme totiz pripo-
jit jehlany DECA a FDEA, které maji stejny objem jako jehlan
ABCD a tato tfi télesa tvori trojboky hranol ABCFED s obje-
mem S - v.

Jehlan D EC A m4 stejny objem jako jehlan ABC D, nebot tato
télesa maji podstavy téhoz obsahu S’ (BCED je rovnobéznik) a
vzdalenost vrcholu A od spole¢né roviny BC'D podstav je rovnéz
stejnd. Podobné usoudime, Ze jehlan D EF' A ma stejny objem jako
jehlan BC AD, nebot tyto jehlany maji shodné podstavy ABC,
FED s obsahem S a stejnou vysku v (vzdélenost vrcholu D od
roviny ABC je rovna vzdélenosti vrcholu A od roviny FED, nebot
tyto roviny jsou rovnobézné).
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Obr. 9

Vzorec pro objem komolého jehlanu mtiZeme odvodit nazorné
nékolika zptsoby, z nichz nékteré uvadim v knize Uméni vidét
v matematice. Zde pripomenu pékné odvozeni vzorce pro objem
komolého jehlanu s obdélnikovou podstavou, které pochdazi od
S. Zachariase (1997). Ozna¢me S stfed kvadru (obr. 9) a uvazujme
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stejnolehlost se stfedem S a koeficientem k(0 < k < 1).
Komoly jehlan, jehoz objem mame vypocitat, mizeme konstru-
ovat podle obrazku. Zrejmé plati

1 1, 1 ;
= —abc — = = —abc(1 — k°).
Vv 6a,bc 6kabc 6ac( )

Protoze pro vysSku v hledaného komolého jehlanu plati

c = 2v + kc,
je
. 2v
C1-k
a pro objem V plati
1 1-k% 1
V=_abv- = —abv(l + k + k?).

3 1-k 3

Tento vysledek mizeme ovSem interpretovat zndmym zpiisobem

1
V= §U(51 + /5152 + S3),

kde S; a S3 jsou obsahy podstav komolého jehlanu.

Vratme se opét k obsahiim geometrickych ttvart v roviné.

Jiz z Eukleidovy doby jsou znamy dva pozoruhodné vysledky,
které snad nechybéji v zddné ucebnici diferencidlniho poctu jako
aplikace vét o pribéhu funkci (viz napf. tlohy 4.41 a 4.42 v Dife-
rencidlnim a integrdlnim poctu pro gymndzia autorti D. Hrubého
a J. Kubita).
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Obr. 10
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Dikaz véty, ze ze vSech pravouhelnikl téhoz obvodu mé ¢tverec
nejvétsi obsah, je vidét jednak z obr. 10, jednak ze znézornéni
P. Montuchiho z r. 1988 (obr. 11).

4 y

X+ Y=k

A

Obr. 11 Obr. 12

Z obr. 12 téhoz autora mizeme usoudit, ze ze vSech pravouhel-
niki téhoz obsahu mé ¢tverec nejmensi obvod.
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Obr. 13 Obr. 14

Interpretace kladnych redlnych déisel jako obsahi rovinnych
utvard muze poskytnout predstavu o souétu nékterych geomet-
rickych rad.
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Tak napr. podle obr. 13 mizeme usoudit, Ze plati

z obr. 14 vidime, Ze

W[~

1/27 1/9

Obr.15
obr. 15 ilustruje, ze plati
1 N 1 o 1 P 1
3 9 27 2

Na zavér bych chtél upozornit na jisté nebezpeci, které je
v usuzovani podle obrazkt skryto. Mnohé souvislosti nejsou
z obrazkl patrny a muze dojit i k vaznym omylim. Tak napft.
kazda z posloupnosti lomenych ¢ar konstruovanych podle obr.
16 mé délku 2, ackoliv se v nazorném geometrickém smyslu tyto
lomené &ary ,,blizi“ k Ghlopiicce ¢tverce, kterd ma délku /2.
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Obr. 16

Geometricky obrazek zachycuje zpravidla urcéitou konkrétni
situaci a neni zcela ,obecny“. Presto vSak obrazek muze byt
zdrojem napadu, intuice, vhledu. Podle mého nézoru bychom méli
znazornéni a vizualni reprezentaci myslenek v nasi $kole péstovat
vyraznéji, nez se dnes bézné déje.

Byl bych rad, aby nas seridl Matematika v obrazech k tomu
prispél. Osobné bych uvital, spolu s redakci Ucitele matematiky,
abyste nam zasilali pékné, i tfeba drobnd znézornéni, na ktera jste
vy nebo vasi studenti prisli pri probirani libovolného tématu. Radi
vaSe obrazky otiskneme. Uvitame i publikaci u nas méné znamych
mySlenek, se kterymi jste se setkali v zahrani¢ni nebo historické
didaktické literature.

Na Sestém Mezindrodnim kongresu o matematickém vzdélavani
vyrazné na otézky vizualizace upozornil rusky matematik A. Jer-
Sov. Jeho nazorem néas seridl uzavieme.

Jak ucinit myslenku viditelnou je vécny a naléhavy problém
jak védcu, tak ucitelu. Intelektudlni grafika mad pritom tisiciletou
tradici - od fresek doby kamenné aZ po prace Escherovy.

A. Jersov

Redakce d&kuje dr. A. Sarounové, CSc. za pohotové narysovani vétSiny
obréazki do tohoto ¢isla.



