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Basilejsky problém devétkrat jinak
Jan Haluza

Abstrakt. V tomto ¢lanku podrobné rozebereme celkem devét feSeni tzv. basilejského problému
(hledéni souctu prevracenych hodnot druhych mocnin pfirozenych ¢isel). Prvni publikované
feSeni od L. Eulera vyuziva rozkladu ,nekonec¢ného polynomu“ na soucin korenovych ¢ini-
telt. Druhé feseni pracuje s Taylorovym rozvojem funkce arkussinus a rekurentnim vzorcem
pro jisty urcity integral, tfeti je zaloZeno na vztazich mezi goniometrickymi funkcemi a ex-
ponencidlou a vypoctu limity s vyuzitim 'Hospitalova pravidla. Ve ¢tvrtém feseni odvodime
vysledek pomoci Parsevalovy rovnosti. V patém nam poslouzi transformace dvojného inte-
gralu a Fubiniova véta. V nésledujicich dvou jsou priméarnimi néstroji funkce gama, digama
a trigama. V prvnim z nich pfevedeme problém pomoci funkce digama na vypocet limity,
ve druhém pak na zakladé fyzikalni interpretace dostaneme hledany vysledek jako hodnotu
funkce trigama v urc¢itém bodé. Predposledni postup vyuziva teorii pravdépodobnosti a vzo-
rec pro hustotu podilu dvou ndhodnych veli¢in. Posledni se pak opét vraci ke vztahtim mezi
goniometrickymi funkcemi a exponencidlou, pomoci nichz vypocitdme jisty integral.

1. Basilejsky problém

Na prelomu 17. a 18. stoleti matematikové bézné pracovali s nekonecnymi radami.
Jednim z nich byl Jakob Bernoulli, ktery zkoumal fady ve tvaru y -, kip Pro p =
= 1 se jedna o harmonickou fadu, pro kterou Bernoulli znal diukaz jeji divergence.
Déle se zabyval pripadem p = 2. Tento problém jiz o nékolik desetileti diive nastinil
Pietro Mengoli. Bernoulli nedospél k souc¢tu trady, avsak zaznamenal urcity posun
v Teseni problému — dokazal, ze fada konverguje. K tomu pouzil srovnavaci kritérium
(viz [2]), pfi¢emz hledany soucet shora omezil fadou Y-, %, kde ng = @
k-té trojuhelnikové ¢islo. Jednoduchou tpravou ukéazal, ze plati

ii—1+1+1+ Y . =
k_lk(k+1)_ 36 77 T2 6 12 ]

00D () e

Ze srovnavaciho kritéria pak plyne konvergence fady >, ; k%

V dile Tractatus de seriebus infinitis z roku 1689 vyzval Bernoulli ostatni matema-
tiky k nalezeni souctu rady 220:1 1%2 Protoze béhem psani pobyval v Basileji, zacal
byt tento problém nazyvan basilejsky. Nevytesen zustal jesté dalsich 46 let. V roce
1731 se o néj zacal zajimat tehdy 24lety Leonhard Euler, ktery po ¢tyrech letech
dospél k teseni. Ukazal, ze plati

je
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2. Eulerova cesta k reseni

V této kapitole se podivame na pocatky Eulerova zkouméni a v nésledujicich trech
kapitolach se pak budeme zabyvat jeho jednotlivymi fesenimi.

Stejné jako vsichni jeho predchudci zkousel Euler napred vyhodnocovat castecné
soucty. Problém byl ve velmi pomalé konvergenci fady. Pro ilustraci uvedme vztahy
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Posoudime-li dnes, kdy zname explicitni vysledek, presnost téchto aproximaci, vidime,
Ze 1 ¢astecny soucet pro n = 1 000 m& presnost pouze 0,01. Jiz na pocatku badani
Euler objevil moznost zrychleni konvergence. K tomu vyuzil nasledujici integral, ktery
vy¢islil dvéma zptisoby:

Nejprve nahradil logaritmus jeho rozvojem do mocninné fady (viz [2])

E

=t
ln(l—t)——t—g—g—..._—;z, te[-1,1),

a po dosazeni do integralu a nasledné integraci ¢len po ¢lenu ziskal vysledek

1 1 ) k
[:/2 —Mdt:/2—ﬁdt=
0 0

t t
1 1
3 > tk—l ot 5 tk_l
= —dt = — dt =
L Xme-X ) 5
k=1 k=1
1 00 1 oo
= 1/5 o1 1[tk]2 27k
=> - At =" || => = (2.1)
k=1 k Jo k=1 kLE o k=1 k

Ve druhém zptisobu zavedl substituci s = 1 — ¢, ¢imz integral prevedl na tvar

 In(1—t) 711
I:/ il L) dt:/ i P

Ize interpretovat jako soucet geometrické fady Y p- s¥ a dostavame

1
1—s

1 1 00 1 oo 1
2 1.1 2 2 2
/ nst:/ lnsZskds:/ Zsklnsds:Z/ s* In s ds.
1o 1= ! k=0 L k=0 k=0 71

Viraz
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Pomoci integrace per partes pak lze spocitat
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—<1n§) —<§+I+?+...)+lnl-ln0+;ﬁ=
1\*> & 2k =1
—<ln§) —kgﬁﬂnl-lnm;ﬁ (2.2)

Vyrazem In 1 -1n 0 se Euler déle nezabyval, nicméné pomoci ’'Hospitalova pravidla

lze ukdzat, ze je lim,_,;- Ins-In (1 —s) = 0. Porovndnim vysledka (2.1) a (2.2)
dostaneme
0 1 0 92—k ) e 9l—k )
ZE:QZ?JAH 2= 5 T2, (2.3)
k=1 k=1 k=1

kde nova rada konverguje podstatné rychleji. Jiz pro 14 clenti dostaneme hodnotu
sumy > ;7 7 s presnosti na 6 desetinnych mist.

3. Prvni Eulerovo reseni

V této kapitole ¢erpdme stejné jako v predchozi ze zdroje [3]. Jednim z kli¢a k FeSeni
basilejského problému je Eulertv predpoklad, ze pravidla, platnd pro polynomy (na-
pifklad rozklad na souéin kofenovych ¢initeli), funguji i pro ,,polynomy nekone¢ného
stupné“, coz jsou vlastné mocninné rady.

1. reseni. Euler uvazil ,nekoneény polynom “
Plz)=1—-—=+——... (3.1)

Hodnota z = 0 jisté neni jeho kofenem, mohl tedy predpoklddat x # 0. Rozsifenim
polynomu (3.1) zlomkem £ dostal v ¢itateli rozvoj funkce sinus, t;.

3 5
x'P(x):w—é—!ﬁ-%—!—...:sinx (3.2)

x x T
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Z toho plyne, Ze kofeny polynomu (3.1) jsou nenulové celo¢iselné nésobky 7, proto jej
miuizeme rozlozit na soucin

re=(-2) (- ) 0w) (=)

Vynasobenim sousednich dvojic zavorek Euler obdrzel

o (-2 £)0-2)e- ) -

Na zavér takto vzniklé zévorky roznasobil a dal dohromady koeficienty u z2, tj.
P(z) = —(%+$+9%+1622+...)x2+... (3.3)
Porovnanim koeficienttt v rovnostech (3.1) a (3.3) dostal
1 1 1 1 1
_§:_<P+H+9?+167+'“)’
odkud po drobnych tpravich plyne Y52 | & = . O

4. Druhé Eulerovo reseni

Vytesenim basilejského problému se Euler okamzité proslavil, nicméné se objevily i po-
chybnosti o korektnosti jeho postupu. Napriklad odvozeni rozkladu funkce sinus na
nekonecny soucin skutecné neni v poradku. Tato rovnost vsak plati a lze ji korektné
dokdzat, viz napt. [15], sekce 8.6. Euler proto vypracoval jiny dikaz, zalozeny na od-
lisném postupu vyuzivajicim mimo jiné rozvoj funkce arkussinus do mocninné rady
a jejiho vyjadreni pomoci integralu

¥ 1
arcsin x = —dt, zec|-1,1]. 4.1
| = =11 (4.1)

V této kapitole opét pracujeme se zdrojem [3].
Budeme potrebovat zobecnénou binomickou vétu, kterd ma tvar

(1+a:)“:§: <Z>xk ze(-1,1), aeR. (4.2)

k=0

Tento vztah lze odvodit jakozto Maclaurinovu fadu funkce z — (1 + x)* za vyuziti
Cauchyova tvaru Taylorova zbytku. Podrobnosti viz [2], [11].

Pro jednodussi zapis mocninné fady pro arkussinus se nam bude hodit tzv. dvoj-
nasobny faktorial.

Definice 4.1. Dvojnasobny faktorial ¢isla n € N definujeme jako

" n-(n—2)...4-2, nsudé,
nll =
n-(n—2)...3-1, nliché.
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Dosadime-li do vztahu (4.2) hodnoty z = —t2, a = f%, dostaneme argument
integralu z rovnosti (4.1). Jeho rozvoj do mocninné rady je tedy
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Véta 4.2. Pro funkci arkussinus plati

2]{71 2k+1
arcs,1nx_:17+z< OB ;k—l—l)’ x e [-1,1].

Diikaz. Rovnost plyne ze vztahu (4.1), do kterého dosadime (4.3) a integrujeme ¢len
po c¢lenu. O

Véta 4.3. Plati

1 . 9 /z arcsin t
— arcsin” x = dt, xe[-1,1]. 4.4
X e 11 (1.4

Definujeme-1Ii

1 tn
L, := dt, neNU{0},
/0 — (0}

pak plati

n+1
Iyio = —— 1, NuU {0}, 4.5
t2= b neNU{0) (45)

1 1
1 T t
= ——at==, =] L _a—1
0 /0 Ny 27 ! /0 Vi

Diikaz. Prvni rovnost dostaneme po zavedeni substituce uw = arcsin ¢ v integralu

T arcsin t arcsin @ p2]resinT g 5
dt = uwdu = | — = — arcsin” x.
/0 V1—+¢? /0 [ 2 L 2
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Presuiime se nyni k rekurentnimu vztahu (4.5) a integrujme per partes:

W= u=—V1-12

Vi-t?
v=t"t = (n+1)t"

1 1
= [—t"“\/l—tz] —/ (—V1=t2)(n+1)t" dt =
0 0
! 1—12
=(n+1) / t"/1—t2dt = (n+1) / ¢ dt =
0 0

1 tn+2
Lyio = dt
o= | 2=

tn tn+2

o V1 7t2
= (TL + 1)(In — In+2).

=(n+1)

Po roznasobeni zavorek a prevedeni druhého integralu doleva dostaneme
(n+2)Ih42 = (n+1)1,,

odkud plyne dokazovany vztah. Spocitejme nyni pocateéni hodnoty. Pro n = 0 mame

[arcsin t]g =

1
Iy = - dt=
0 /0 Vi

a pro n = 1 plati

/0 ﬁdt:[—mrzl.

0
O
Nyni mame vse pripraveno pro druhé Eulerovo reseni basilejského problému.
2. 1eSent. Dosazenim x = 1 do rovnosti (4.4) ziskdme
1 : 2
arcsin ¢ 1 T
——— dt = - arcsin’ 1 = —. 4.6
Vi 5 3 (4.6)

Nahrazenim funkce arkussinus jejim rozvojem do mocninné fady z véty 4.2 obdrzime

arcsmt ! dt—l—z 2k—1) 1 b2kt
\/142 0 \/ — DI 2k+1 J, \/17152

(4.7)
7 predchoziho vypoctu vime, Ze prvni integral je roven 1 a s vyuzitim matematické
indukce podle k a rekurentniho vztahu (4.5) lze dokdzat, Ze plati

(2k — 1)1 Lo, 1
@ 2k+1 T k1)
odkud plyne
(2k — 1)! 1 = 1 = 1
1 I =1 = . (48
+Z< 20N 2k+12k+1) +;(2k+1)2 ];(Qkﬂ)z’ (48)
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Kombinaci rovnosti (4.6), (4.7) a (4.8) tak dostdvame

oo

(]

1—1+1+1+1+ +
2 9 25 49 7
1
4

k=1

=1 1 1 1 =1
— = 1+=4 =+ —+... -

SEe(tgrErEto )il

k=1 k=1

3 1 w2

il

k=1

Sa-7
2__7

— K 6

coz jsme chtéli dokazat. O

5. Treti Eulerovo reseni

V dalsim Eulerové feseni basilejského problému, které je uvddéno ve zdroji [13], se
nam bude hodit néasledujici véta.

Véta 5.1 (Eulerova formule). Plat{

Ccos T efr ]
- =i , xeC.
sin x el — 1

Drikaz. Pro vsechna x € C plati

(eim +e—im) B iefix(e2ix 4 1) .e2ix 41

Cos T

1
2
sin %(eiz _ efiz) - efiz(e2i:v _ 1) - le2ix -1

O

3. reseni. Nasledujici Feseni opét vyuziva funkei sinus a jeji kofeny km, tentokrat ovsem
pro kazdé k € Z, tedy i k = 0. Rozepsanim sin = na nekone¢ny soucin dostaneme vztah

me=e(1=2) (0 2) (5) ()

ktery lze po substituci z = my prevést na

sin (ry) = my(1 y)(1+y)<QTy) (“%) =m0 y2)<44y2) .
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Odtud postupné plyne

d
In (sin (my)) =In7+Iny+In(l —y?) +In(4—y?) —In4+... ’d—,
Y
meosmy) L % % [+ (~2y)
sin (my) oy 1-y?  4-—y? ’
1 7 cos (my) 1 1 .
37 ysin(my)  1-g?  A-g2 Jy =i,
1 7 cos (—imx) 1 1
— = c 5.1
222 + 2ix sin (—irz) 1422 + 4+ 2?2 * (5-1)
Nyni vyuzijeme Eulerovy formule z véty 5.1, kterd nam dava
m  cos (—imx) n o, eAlime) 4 T e —-14+2 7 n ™
- = _ - 3. - _ >z - -~r*_*4__ =
2iz  sin (—imx)  2ix e2(—imz) — 1 2 err — ] 20 x(e?m —1)
Po dosazeni do levé strany rovnice (5.1) dostaneme
-1 L ™ (= 1)(e*™ — 1)+ 27z 1—e®™ 4 mae?™ 4w
222 2z x(e? —1) 222 (e272 — 1) B 202e2me — 22
Limitnim pfechodem z — 0 v rovnici (5.1) dostaneme
. 1—e¥® 4 rxe?™ + mx =1
ilg%) 2x2e?m® — 272 B ; k2 (5:2)
Limitu vypocitame opakovanym uzitim I’Hospitalova pravidla:
i 1 —e*™ + we®™ + 1w
250 2x2e2me — 272 B
' Hosp. . —2me?™® 4 1 (e?™® 4 21xe®™ ) + 7
== 1m =
0 2(2xe?™® + 2ma2e?™™) — 4x
) 7271'627“" + 7Te27rz + 27T2xe27rx +
= lim =
=0 4ae?™™ 4+ 402 e?™ — 4y
V' Hosp. . —2m2e?™ 4 272 (e®™ + 2mze® ™)
== 1m =
20 4(e2™ + 2mxe®™®) + 4 (2xe? ™ + 27wa2e?™) — 4
) 47.‘_31.627@
= lim =
20 4(e2™ + 4rxe® ™ 4 272x2e27™T — 1)
) 7T3xe27rx
= lim =
20 27T 4+ 4rpe?™® + 2r2p2e2™® — 1
v Hosp. . 73 (e2™® 4 2rwe?™™)
= 1m =
=0 2727 + 47 (e?™® 4 2rxe?™®) 4 272 (22277 + 2ra2e?7)
2 2 1 2
~  lim ™2z + 1) - (5.3)
2—0 2+ 427z + 1) + 27 (22 + 272?) 6
Z rovnosti (5.2) pak plyne vysledek. O
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Euler se po vyTeSeni basilejského problému déle vénoval faddam >~ .- ; kip pro suda
p > 2 a postupné nasel soucty rad pro vsechna takova p az po hodnotu p = 26:

o0

1 924 1 315 862726
— = 7697792775 = )
— k% 27! T 11 094 481 976 030 578 125

Dalsi podrobnosti uvadi zdroj [3].
6. Reseni pomoci Parsevalovy rovnosti

Nésledujici postup predstavuje klasické pouziti Fourierovych rad, konkrétné tzv. Par-
sevalovy rovnosti. Cerpdme zde z [13].
Uvazujme nejprve prostor funkei

1
L2[0,1] = {f: [0,1] — C, f lebesgueovsky métitelnd, / IfI? < oo}, (6.1)
0

na kterém definujeme skaldrni soucin

(f,9)= /O 13, (6.2)

kde § znaci komplexné sdruzenou funkei k funkei g. Ve vzorcich (6.1) a (6.2) uvazu-
jeme Lebesguetiv integral a v prostoru L2[0, 1] ztotoziiujeme funkce, které jsou si na
intervalu [0, 1] rovny skoro vsude vzhledem k Lebesgueové mife. Je zndmo, Ze mnoZina
funkei

S = {en(x) =™ | n € Z}

tvofi tiplnou ortonormaln{ mnozinu v L2[0, 1] a plati pro ni Parsevalova rovnost, tedy
pro kazdou funkei f € L?[0, 1] plati

<f7 f> :Z |<f7 ek>|2'

kEZ

Zvolime-li f(z) = x, budou jednotlivé skaldrn{ souciny ve tvaru

<f,f>/01xidx/01x2%,

1
<f,eo>/0 xdx:%

a pro nenulova k£ pak integrovanim per partes dostaneme

1
<f7 €k> :/ .%'67271—““ dr =
0

1 1 1
o i xe—2ﬂ'ikw o / e—27rikm de | =
2mik o Jo

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 67 (2022), ¢. 4 209




1 . ef2ﬂikac 1 -
2k \ “onik |,)
1 . —27ik
= (e2mk & Ly 1. .
2mik 2mik 2mik

4. Teseni. Dosadime-li do Parsevalovy rovnosti hodnoty prislusnych skalarnich souc¢in,
dostaneme

2

) 1\? 1 1 1
= =(z - =-4+25 .
n=lrer=5) + > |om =i mp
kEZ . . kez\{o} kEN
[{fse0)?
Tedy plati
1 1 1
DS
k=1
— k* 6
a mame hledané feseni. O

7. Reseni pomoci transformace integralu

Nésledujici dikaz je novéjsi, publikovan byl v [1]. Toto FeSeni uvadi také zdroj [13].

Véta 7.1. Plati Y00, & = [ [ dz dy.

1
1—xy

Drikaz. Ze vztahu pro soucet geometrické rady plyne

// 17xydxdy—//0 (2y) dxdy—Z/ /x de dy —
%/ [+] y*Z/

+
o0 ()Ol
0[k+1] Zk+1 2_2

y:

k=
Pri feSeni basilejského problému se nam také bude hodit nasledujici lemma.
Lemma 7.2. Plati
©oode 1
/ - == arctg(f), z eR.
o a+t a a
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Dikaz. Primym vypoctem dostaneme

/x dt 1 /z dt 1 ¢ x
— == — = ~ar ).
o a2+t2  a? ), 1+(L)2 A

a

5. rTesend. V integrdlu z véty 7.1 zavedeme substituci ve tvaru u = %ﬂ, v = L=
Potomz =u—v, y=u+v az-y=u’—v2 Piisluiny jakobidn pak bude

EE[-[7-
9 9y | =1 1

Potom podle véty o substituci ve dvojném integralu mame

1,1
1 1 1
dedy = dedy =2 || ———5—— dvd 7.1
/0,/0 1—=zy vy jjlfa:y vy jjl*UZJer v du, (7.1)
A B

I

kde oblasti A a B := B; U By jsou znazornény na obrazku 1. Tedy mame

21 = I + I3, kde podle Fubiniovy véty maji jednotlivé integraly tvar

3 [u 1
L =4 —— —dvd 7.2
' /0 /o T—u2 o2 0" (7.2)
1 1—u 1
I, =4 ——— dv du. 7.3
2 /%/0 1- w2 0 (7.3)
y 0
1“ 1!5
A 054
v=1u v=1-u
By| B,
> X > U
0 1 0 0.5 1

05+

a4
Obr. 1.

Znézornéni transformace
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Pro vypocet vnittnich integralt ndm poslouzi vztah z lemmatu 7.2. Pro integral Iy
volime z = u, a® = 1 — u?, a pro integral Iy volime z = 1 — u, a® = 1 — u?. Potom
mame

) u = sin @
du du = cos ¢ dp _

V1 — u2 0—0

sin ¢
\ x arctg< M—sin? w) q . /
= cos p dp =
0 V1-— sin2 0

s

jus . ’]T2
:4/ pdp=2[F = T,

1 1—u 1
12:4/ / ﬁdvdu:
1 Jo 1—u?+wv

1—u
e arets (At ) du | 44 = ~2sin(20) dp
Vioa? 3§
1—-0

(S

V1= cos?(2p)

1 — cos(2¢) ) dp =

(«/1 — cos?(2¢p)
(1 — cos(2 s 1 — cos(2
=38 / arctg cos( 80)) dp =8 / ’ arctg 7(:08( ?) dy =
1 —cos?(2¢p) 0 1 4 cos(2¢)
2 sin? %) © = 2
arctg(“ o o ) dy 8/0 arctg(tg ) dp = 4[p ] 5 _ 9

Na zavér dosadime za I, Is vypocitané hodnoty:

7T 7T2 7T2
dedy=1 +1, = —+ = T
Zm //17 rdy=h+h=1g+95 =75

=38 arct g

_l—cos(2¢)
0 arctg( ——0 )
4/ cos? (2) (—2) si

(=)

(=}

8. Funkce gama a odvozené funkce

V této kapitole se podivime na nékteré vlastnosti funkci gama, digama a trigama
vyuzivané v nasledujicich dvou fesenich. Cerpame z [6], [12]. Funkce gama je definovana
predpisem

I(z):= / t"le7tdt, x€(0,0).
0
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Lze ji také vyjadrit jako limitu

x

nin
I(z) == nh_)rgo t(1+2z)2+2)B3+z)...(n+1) =

= lim .
nooo p(14+ )1+ £)(1+2)...(14+2)
Vyse uvedeny vztah pochazi od Leonharda Eulera. Pro funkci gama dale plati
Mz +1)=al'(z), xe€(0,c0).
FEulerova konstanta 7 je definovana vztahem

~v= lim (H, —Inn),
n—roo

kde
1 1 1 1
H, = — =4 4.+ -
> SSITatety
p=1
jsou tzv. harmonickd cisla.
Mezi funkei gama a konstantou v plati vztah (viz [6])
Lzgce"””lo_ol 14+ 2 e ® x € (0, 00).
I(x) et n ’ ’

Funkci digama ¢: (0, c0) — R definujeme jako logaritmickou derivaci funkce gama,
neboli

0 = (@) = .
Pro funkci digama plati nasledujici vztahy:
(1 —z) —YP(x) = 7 cotg(mz), (8.1)
Yo+ 1) = () + 1 (8.2)
v =3 -+ (1 - ), (53
n=1
w(x+1)—¢(1)=2(%—nix). (.5)

n=1

Funkce trigama v : (0, 0o) — R je definovdna jako derivace funkce digama, neboli

¢1($) — 1/)/(117) _ (ln F(x))" _ <II‘:(($$))) _ I‘/’(x)r((igx))gr"(z)) ) (86)
Pro funkci trigama plati
72
i(1—2) +9Yi(x) = S (rn)’ z € (0, 00). (8.7)

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 67 (2022), ¢. 4 213



9. Reseni Alexandra Jankova

Alexandr Jankov ve své praci [7] predstavil zcela nové feSeni basilejského problému,
kdy soucet > 2, 1%2 pomoci funkce digama prevedl na vypocet limity:

=1 . 1 — 7t cotg(mt)

S L gy Lot cote(m).

Pt k2 t—0 2t2

6. Teseni. Zatnéme vztahem (8.5) a dosadme do néj za x hodnoty + %, ¢imz dostaneme

() S i) Bl -

(to)-so-Et- ) -El-7)

Odectenim prvni rovnice od druhé ziskdme

w<1£)w<l+£)_§<kwﬂ+tk:—t)' (0-1)

Zaroven podle vztahit (8.1), (8.2) (pro z = L) plati

(o) o) <rnslr- L) rense o
w(1+£)=w(£)+% (9.3)

Odeéteme-li od rovnice (9.2) rovnici (9.3), dostaneme

R ORICH R OR

a po upravé pak
¢<1—> (1 —>—7rcotgt§.

Nyni vyuzijeme vztah (9.1), dosadime za ¢ (1 — £) — 4 (14 1), a upravujeme:

s

™ > ™ T
tgt— — = -
Teote t ;<k7r+t kw—t)’
1 - 1 1

Z _cotet = —
R ¥<k7r—t k7r+t)’
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Vynasobime-li obé strany rovnice ¢, dostaneme
oo
212
k=1
Déle misto ¢ dosadme 7t. Potom mame

- 2722 — [ 212
1 — mt cotg(rt) = Z<k2ﬂ—2 —7r2t2> - Z<k2 —t2)’
=1

k=1
1— 7t cotg(mt) 1
22 B ; k2 —12 )"

Provedeme limitni pfechod ¢ — 0 a pouzijeme vétu o zaméné poradi limit (viz [2]),
neboli

. 1—mtcotg(nt) . = 1 . . . 1 _
i 212 }%I;(m—ﬁ)_}ﬂ%(nlg&(; k2—t2>>

Nalevo je limita typu %, Ize ji totiz upravit do tvaru

in(rt t cos(mt
.1 —mt cotg(nt) ) zinE:tg - Wsiﬁfg ) . sin(nt) — wt cos(nt)
lim ——————~ = lim = lim -
t—0 2t2 =0 2t2 t—0 2t2 sin(mt)

Pred uzitim 1’'Hospitalova pravidla provedl Jankov drobnou upravu, kterda vypocet
usnadni. Konkrétné limitu prevedl do tvaru

lim 1 — 7t cotg(mt) — lim sin(mt) —'7Tt cos(mt) _ 1 lim sin(wt) — 7t cos(mt) 7
t—0 2t2 t—0 2t2 sin(mt) T 10 23
nebot .
lim — =1.
z—0 sin

Nyni pouzijme ’'Hospitalovo pravidlo a upravujeme:

1 sin(mt) — wt cos(mt) 1 Hosp. 1 . m cos(nt) — mw(cos(nt) — wt sin(nt))
— lim =" — lim =
T -0 23 T -0 612
1 .. w*tsin(rt) =« 7 sin(nt) w2
=—lm ————F=—-1lim — = —,
T t—0 612 6 t—0 Tt 6
¢imz jsme dostali feseni basilejského problému. O
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10. Fyzikalni reseni

Dtikaz, ktery je uveden v ¢lanku [12], je inspirovan postupem Johana Wistlunda, ktery
basilejsky problém preformuloval pomoci poméru zarivosti hvézdy k prevracenému
Ctverci jeji vzdalenosti.

7. reseni. Z kapitoly 4 vime, ze plati

1 4 1
Zﬁ:§;(2k+1)2’

k=1
neboli
<1 4 & 1 1 & 1
2Tl G 3 b
k=1 k=1 k=1 2

Vyraz vpravo lze fyzikalné interpretovat jako reprezentaci Coulombovy sily ptsobici
na jednotkovy nédboj v bodé z = % zpusobenou nekonec¢nou posloupnosti opacnych
naboju v bodech x; = k pro k € N. Odpovidajici elektrostaticky potencial je

Ux)=-> - L (10.1)

Protoze plati

dU(z) 1
 dz _; (k —x)%’

muzeme psat

<1 11 1( dU(x) ) 1 (1)
Z_:_ S =_F|(= (10.2)
2 Z 2 )
= 3= (k- 3) 3 ( dz o=y 3 \2
kde je F(x) = — d((]i(;) . Protoze je obecné fada (10.1) divergentni, zavedeme
/1 1
Unl@) = U@) - U0) = - 3 (=~ 1),

k=1
coz nijak neovlivni Coulombovu silu, a pouzijeme odpovidajici modifikovanou funkci

V dalsim postupu ndm poslouzi funkee digama. Pouzijeme vztahy (8.2) a (8.3), do
kterych za x dosadime —zx, ¢imz dostaneme

Yoz +1) = 9(-a) + —,
1 /1 1
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Po dosazeni druhé rovnosti do prvni mame

Y1 —2)=—7~— i( )

Odtud plyne, ze

P = g5 (5 §) = a9 ) = el ) =l )

kde 7 je funkce trigama. Podle vztahu (10.2) pak plati

ST ORGSR

Funkce trigama spliuje vztah

P11 —x) +¢1(z) =

Ze vztahu (10.3) pak méme
i 1 1\ 1 = 7
— k23 2) 3 2 6’

coz je Teseni basilejského problému. 0

[
[V

11. ReSeni pomoci rozdéleni pravdépodobnosti
Jeden z novéjsich dikazu byl publikovan v [9], viz téZ [13]. Pfedlohou mu byl postup
z roku 2003, Tesici basilejsky problém pomoci dvojného integralu pres Ri S vyuzitim
Fubiniovy véty [5].

Uvazujme nezavislé kladné spojité nahodné velic¢iny X7, Xs. Kazda z nich je ur¢ena
hustotou p.,, tj. plati

b
/pzi(t)dt:P(a§Xi§b), ie{1,2}, 0<a<h. (11.1)

Lemma 11.1. Necht Y = ? je transformace nezavislych kladnych spojitych na-
hodnych velicin X1, X5. Pak hustota veliciny Y je

py(u) = / o (t)p, (1) dt. (11.2)
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Dikaz. Vyjdéme z identity (11.1) a s vyuzitim Fubiniovy véty pocitejme

b
/ py(u)du:P(a§Y§b):P(a§%§b):P(aX2§X1§bX2):
a 2

tl = tg’u

00 bto
dt; = tr d
:/ / Py (t1)px, (t2) Aty dta | 8 7 29 =
0 ato

ato — a
bt2*>b

o b
= / / tapx, (t2u)px, (t2) du dty =
0 a

_ / b< /0 tQpXI(tQU)pXQ(tQ)dQ) du.

Vnitini integral odpovida dokazovanému vzorci pro hustotu ndhodné veliciny Y. [
Nyni mame vsSechny potrebné nastroje pro vyreseni basilejského problému.
8. reseni. Pro X1, X5 uvazujme Cauchyovo rozdéleni s hustotou

2

= — ] 1,2}, teR.

Px; (t)

Podle vzorce (11.2) z lemmatu 11.1 mtZeme psét

(u)—/oot 2 2 dt—i/w 2t dt =
= Vi) 1+ ST 2 )y Qred)d+e)

2t(u?—1)

o 2 /OO 2t(u2 - 1) dt = 2 / (1+t2)? dt —
T Jy Gredna® T Ew oy Jy HEE T
2 w2 1
Com2(u? - 1) 1+1¢2 . 22 —1) toe 1+e2 |
-2 In{ lim Lt fPu? ) 2 In u?

Com2(u? - 1) tooo 14+12 | w2(u?—1) '

Protoze nahodna veli¢ina Y vznikla jako podil dvou kladnych nahodnych velicin, je
urcité také kladna. Ze symetrie X; a X5 pak plyne, ze pravdépodobnost, ze jeji hodnota
jemezi 0 a 1, je presné % Pravdépodobnost pak rovnéz muzeme vyjadrit jako integral
z hustoty, tedy

%P(0<Y<1)/Ole(“)d“/o1

1 2
In u s
—— du= —.

/0 w178
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Zaroven lze integral prepsat do tvaru

1 1 1 o oo 1
In u / In u / 2%k / ok
du = — du = — g u lnudu:—g u”" In u du.
/0 w1 o l-u? 0 k=0 k=0 "0

Integral spocitame metodou per partes:

1 2k+1 1 L o,2k+1 q
/ W lnudu= |2 Inu f/ Y - —du=
0 2k +1 0 o 2k+1 w

| S ———
0

B /1 w2k s — w2k+1 1_ 1
~ )y 21T @k 02, @kt

oo

1
1
—Z/O u2klnudu—zm

Celkem tedy dostavame

Odtud méme

2

1
™ Inu ok 1
T _ E Inud —§ -
8 /0 o1 ¢ / PSR CT )l

Jak bylo ukazano napt. v kapitole 4, z rovnosti

ihned plyne rovnost

12. Reseni pomoci komplexni exponencialy

Nésledujici dukaz vyuziva vztaht mezi exponencidlou a goniometrickymi funkcemi.
Reseni je uvedeno ve zdroji [10]. Vyuzijeme v ném rozvoj funkce In(1 + 2) do mocninné
rady a nasledujici vétu.

Véta 12.1. Plati .
In (1+e %) =In(2 cos z) — ix. (12.1)

Drikaz. Podle pravidel pro pocitani s logaritmy plati
In(1+e ) =In (e (eix +e ) =lne ™ +In (eix +e7'7) = —iz + In(2 cos z),

coz jsme chtéli dokazat. O
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9. Tesend. Do rozvoje funkce In(1 + ) mizeme za z dosadit vyraz e~ a vypocitat

integral. Pro korektnost postupu musime pracovat pouze na polouzavieném intervalu
[O, %), na kterém prislusna rada konverguje stejnomérné, a tedy je mozna zaména

sumace a integrace. Po¢itdme tedy vlastné limitu zleva v bodé 7.

t (_1)k+1e—2kim

3 dx =

3 .
/ In(1+e %) dz = lim
0 t=>3-Jo 1

k+1 —2kiz

:B@,Z/ dz =

k+1 —2kiz :|
0

- i”flz{ —2k%

2 k=1 k=1
1 o0 1 k+1,—2kit 0 1 k+1
2_< lirp ( )k2 72( k)2 =
Vel k=1
1 oo (71)k+1efk17r oo (71 k+1
Y Z k2 - L2 =
k=1 k=1
1 e -1 & (_1)k+1
-3 (EE-E -
k=1 k=1
R I N S _
2 4 16

1
1 2 1 1 1
S (I S ) =2(1 -
21( 9 25 ) i<+9+25+ )
S vyuzitim identity (12.1) déle mame
z £ i
/ In(2 cos x) do = / (ln(l + e_2“”) + igg) dx =
0 0
El . El
= / ln(l + efmz) dx + / iz dr =
0 0
R W S S [ it
i 9 25 2]y

:«(%2—(1+;+21—5+ )) (12.2)

Integral je ovSem realny, tudiz jeho imaginarni slozka musi byt nulova. Odtud plyne
1 1 7r2

1 — .
+9+25+ 8’
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odkud dostavame

13. Zavér

Pro sudd p € N existuje vzorec udévajici soucet nekoneéné rady > -, kip pomoci
Bernoulliho ¢isel definovanych rekurentnim vztahem

n—1
n B,
B,=1- E— N, 13.1

mz_0<m>n—m+1 ne ( )

s pocateéni hodnotou By = 1. Pro kazdé n € N pak plati (viz [13])

— 1 —1)"1(27)%n
> = %BM (13.2)
k=1

Pro sudé exponenty tedy mame obecny vzorec, zatimco o souctech pro liché ex-
ponenty p vime jen velmi mdlo. Zdroj [14] uvad{ dikaz iracionality souc¢tu pro p = 3,
coz je hodnota tzv. funkce zeta v bodé 3. O zkoumani dodnes nevyreseného problému
nalezeni explicitni hodnoty pro ((3) pojednava kniha [8].

Hlavnim podkladem pro tento ¢lanek byla autorova bakalaiska préace [4].
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