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MATEMATIKA

Simpsoniiv paradox

Jiri Dvoradk, Marie Snétinovd, MFF UK, Praha

Abstrakt. V tomto pfispévku predstavime neintuitivni a na pohled paradoxni
situaci, kdy napiiklad hra¢ muize byt v kazdém kole horsi nez jeho soupef, ale
na konci zapasu je stejné prohlasen vitézem. Ukazujeme, Ze jde ¢isté€ o volbu
thlu pohledu: mé zvitézit ten, kdo je v kazdém kole lepsi, nebo ten, kdo je
celkové lepgi? Tato volba miiZze mit v praxi zavazné disledky a pii formulaci
zavéri je vzdy zédouci byt peclivy a opatrny. Co kdyz zména thlu pohledu
otodi zavéry naruby?

Zkouska je od slova ,,zkusit*

Predstavme si dva hypotetické kamarady, Aloise a Bedficha, spolu-
zéky v prvnim ro¢niku vysoké skoly. V zimnim semestru Alois podstoupil
osm zkousek, ve dvou z nich uspél (25% tsp&snost). Bedfich v zimnim se-
mestru podstoupil p&t zkousek, uspél jen u jedné (20% tspésnost). Alois
si nemohl odpustit rypnuti: ,,Podivej, Bedfichu, jsem lepsi student!

S odfenyma usima oba studenti postoupili do letniho semestru a v let-
nim zkouSkovém obdobi Alois podstoupil dvé zkousky, v obou uspél
(100% tisp&snost). Bedfich podstoupil pét zkousek, ve ¢tyfech uspél (80%
uspésnost). Po posledni zkousce to Alois zhodnotil jednoznaé¢né: , Vidis,
porad jsem lepsi. Bedfich se ale nedal: ,,Nene, podivej: kazdy jsme méli
dohromady deset zkousek, tys uspél ve étyfech, ja v péti. Ja byl lepsil®

Ponechme stranou otéazku, ktery student byl ,ve skutecnosti“ lepsi.
Oba predkladaji korektni argumenty, oba sva tvrzeni opiraji o pravdiva
data, viz tabulku 1.

Zimni semestr | Letni semestr Celkem

Alois | 2/8| 25% |2/2| 100 % | 4/10 | 40 %

Bedfich | 1/5 20 % 4/5 | 80 % | 5/10 | 50 %

Tabulka 1: Pomér Gspésné slozenych zkousek ku poctu vsech sklddanych zkou-
Sek v jednotlivych semestrech i celkové

Roc¢nik 97 (2022), ¢islo 1 29



MATEMATIKA

Jak je mozné, ze se jejich zavéry tak lisi? Procentualné vzato, v kaz-
100 % vs. 80 % v letnim semestru), celkové za akademicky rok byl aspés-
né&jsi Bedrich (50 % vs. 40 %). To ale (moZné prekvapivé) neni v rozporu.
Pro svou neintuitivnost je tento fenomén oznacovan jako ,,Simpsontv pa-
radox‘.

Uzite¢ny zpusob, jak se v daném problému vyznat, poskytuje vek-
torova reprezentace. Aloisiv zimni semestr miiZeme znézornit pomoci
vektoru (8,2), neboli dva tspéchy z osmi pokust, viz obr. 1. Sklon to-
hoto vektoru potom urcuje Aloisovu tspésnost: 2/8 = 0,25. Aloistv letni
semestr pak znazornime pomoci vektoru (2,2). Aloisovo snaZeni za oba
semestry se pak da popsat souctem téchto dvou vektori:

(8,2) +(2,2) = (8 + 2,2+ 2) = (10,4),

neboli ¢ty uspéchy z deseti zkousek, viz obr. 1.
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Obr. 1: Aloisova tsp&$nost u zkousek

Podobné pro Bedfichovy zkousky pouzijeme vektory (5,1) a (5,4). Za
oba semestry dohromady potom:

(5,1) + (5,4) = (54 5,1+ 4) = (10,5).

diléi vektory maji vétsi sklon), ale za oba semestry dohromady je Bedfich
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sovych vektora). To presné odpovidéa ,paradoxnimu pozorovani v ta-
bulce vyse, piestoze o paradox ve skuteCnosti nejde. Jednoduse Feceno,
nékteré ¢tvefice vektoru tuto zajimavou vlastnost maji, prestoze je po-
mérné neobvykla.
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Obr. 2: Porovnéni uspésnosti Bedficha a Aloise

Poznamenejme, Ze takova paradoxni situace by nenastala, kdyby po-
¢ty zkousek v jednotlivych semestrech byly vyvazené, napiiklad kdyby
kazdy ze studentt podstoupil v kazdém semestru pét zkousek. f{eknéme,
7ze Alois uspél v zimnim semestru u a; z téchto péti zkousek, v let-
nim semestru u as zkousek, a podobné Bedfich uspél u by, respektive
by zkousek. Pokud byl Alois v kazdém semestru aspé&snéjsi, znamené to
a1 > by, as > by. Celkové pak Alois uspél u a; +as z 10 zkousek, Bedfich
u by + by z 10 zkousek. Z pfedchoziho plyne, Ze a; + ag > by + by a Alois
by tak byl celkové tspésnéjsi i pfi pohledu na cely akademicky rok.

Uvedeny piiklad Simpsonova paradoxu je prevzaty (a doplnény) ze
stranky [I], respektive z knizky [2].

Tady jde o zdravi...

Ze stranky [I] prebirame i nésledujici piiklad, tentokrat ze skutecné
lékarské praxe, kde nespravné vyvozené zavéry mohou mit velmi zavazné
nasledky. Poznamenejme, Ze anglicka stranka [3] uvadi k tomuto prikladu
vice podrobnosti.

Roc¢nik 97 (2022), ¢islo 1 31



MATEMATIKA

V experimentalni studii podstoupilo 350 pacientti operaci ledvinovych
kamenti klasickym postupem a 350 pacienti specialnim postupem (tzv.
perkutanni nefrolitotomie). Zakrok byl hodnocen jako dspésny, pokud
po tfech mésicich po zakroku nebyly u daného pacienta pozorovany led-
vinové kameny. V tabulce 2 vidime, ze v kategorii pacientii s malymi ka-

jako v kategorii pacientt s velkymi kameny (velikost nad 2 cm).

Malé kameny | Velké kameny Celkem

Klasicky postup % 93 % % 73 % % 78 %

Specidlni postup | 22 | 87 % & 69% | 222 |83 %

Tabulka 2: Pomér aspésnych operaci ku po¢tu provedenych operaci v jednot-
livych kategoriich (malé vs. velké kameny) i celkové

KdyZz zapomeneme na velikost kament a podivame se na celkové vy-
se zadouci tento typ zakroku nasadit do rutinni praxe, protoze piece
pacientim poméha s vétsi pravdépodobnosti nez klasicky postup. To by
ale byla chyba a zbyteény hazard se zdravim pacienti! Kdyz totiz p¥i-
né&j klasicky postup), nebo velké kameny (a také je pro néj vyhodnéjsi
klasicky postup). Pro Zadného jednotlivého pacienta neni novy, specialni
postup vyhodnéjsi.

Jadro problému je zde v nevyvazeném rozdéleni pacientii mezi oba
opera¢ni postupy, s ohledem na velikost kamenti, kterymi trpi. Specialni
postup byl ve studii pouzity zejména u pacienti s malymi kameny, kde
jsou ale oba opera¢ni postupy velmi uspésné. Celkova tspésnost special-
niho postupu je tedy nejvice ovlivnéna jeho vysledky na skupiné malych
kamenii. Naopak klasicky postup byl pouzity zejména u pacienti s vel-
kymi kameny, kde jsou oba postupy méné tuspésné. Celkova tspésnost
klasického postupu je tedy nejvice ovlivnéna jeho vysledky na skupiné
velkych kamenti. Kdyby byli pacienti s velkymi/malymi kameny rozdé-
leni mezi obé metody spravedlivé, k paradoxnim zavérim bychom ne-
mohli dojit, jak uz jsme diskutovali vySe. Studie tedy nebyla dobfe navr-
zena a teprve béhem jejtho vyhodnocovani se zjistilo, Ze velikost kament
ma zasadni roli pro tspéch zakroku, dokonce vétsi, nez typ pouzitého
zékroku.
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Zkouska dospélosti

Pro zajimavost dopliime jesté redlny pfiklad z ¢eského prostiedi. Ta-
bulka 3 ukazuje tspéSnost studenti u statni maturity z matematiky
(jarni termin zkousky, fadny termin) v letech 2015 a 2016. Jde o po-
dily studentu, ktefi zkousku tspésné slozili. Studenti jsou rozdéleni do
dvou skupin: gymnézia a vS8echny ostatni typy stfednich $kol. Data je
mozné ovéfit na strance [4].

V tabulce si miZeme v8imnout, Zze celkova tspésnost se v roce 2016
mirné zvysila oproti roku 2015. To Cermat interpretoval jako mirné zlep-
Seni maturanti v matematice. Na druhou stranu, podily tspésnych stu-
dentt mezi roky 2015 a 2016 v kazdé ze skupin ,,gymnéazia“ a ,ostatni*
mirné klesly. Tento tihel pohledu zase podavala néktera média jako mirné
zhorSeni maturanti v matematice.

Gymnéazia Ostatni Celkem

6846 7843 14 689
2015 | 8346 | 96,5 % | 123 | 64,2 % | 1889 | 76,1 %

2016 | 3392 | 96,3 % | oim | 634 % | 1ogss | 76,8 %

Tabulka 3: Pomér po¢tu tspésnych maturantt ku poctu vSech maturanti z ma-
tematiky v jednotlivych skupinach podle typu skoly (gymnézia vs. ostatni) i
celkové

V tomto piipadé je paradoxni situace zptsobena tim, ze ve skupiné
,ostatni“ klesl mezi roky 2015 a 2016 pocet maturanti podstupujicich
zkousku z matematiky (at uz tspé$né nebo neispésng) mnohem vyraz-
néji nez ve skupiné , gymnazia“. Piestoze v kazdé ze skupin doslo k mir-
nému snizeni ispésnosti, v celkovém podilu za dany rok hréla kategorie
,ostatni® v roce 2016 mensi roli (10 072 z celkovych 16 988 studenti, tedy
cca 59 %) nez v roce 2015 (12209 z celkovych 19304 studentt, tedy cca
63 %). v roce 2016 je tedy vétsi vliv skupiny ,,gymnazia®, ktera celkovou
uspésnost vytahuje nahoru oproti roku 2015.

Kdyz paradox neni paradox

Na zavér zdaraznéme, Ze v tomto prispévku jsme se vas snazili pie-
svéddit, ze v uvedenych piikladech vlastné o zadny paradox nejde. Tra-
di¢éni oznaceni ,,paradox® se odkazuje k neintuitivni moznosti dvoji, pro-
tikladné interpretace, kterd zavisi na thlu pohledu. Pouze kontext da-
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ného problému urcuje, ktery thel pohledu a potazmo ktery zptusob in-
terpretace je ,spravny“ ve smyslu uziteény pro zodpovézeni polozenych
otazek. V prikladu z lékaiského prostiedi jsme vidéli, Ze volba vhodného
¢i nevhodného thlu pohledu muze mit zavazné disledky. Dobrou zpra-
vou je, ze vyskyt dat s touto vlastnosti je pomérné neobvykly a patii
zejména do oblasti statistickych anekdot a folkloru. Presto bychom méli
byt pokazdé pii interpretaci dat opatrni a pfemyslet, zda pfi zméné thlu
pohledu neumoziuji jinou interpretaci.
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NASYCENE PARY

Kdyz teplota klesne pod bod
rosny,

vodni pdry pociti hlad
mocny.

Na kondenzacnich jddrech se
zachyti

a za chvili uplné se

nasyti.

Jd bych ale nebyl

piilis rdd,

kdybych se mél tim zpiusobem
stravovat!
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