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MATEMATIKA

matematiky a nabizi velky prostor pro experimentovani a objevovani.
Zaroven umozinuji zobecnéni vysledkt a pfechod z dekadické soustavy do
soustav o jiném zékladu, coz je v sou¢asné dobé ve Skolské matematice
opomijené téma.

Autofi tohoto ¢lanku jsou presvédéeni, Ze tilohy podobného typu de-
monstruji krasu matematiky a prostfednictvim jednoduchych aritme-
tickych vypocéti mohou vzbudit a prohloubit u zaki, studentt i Siroké
verejnosti zajem o tuto védu.
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Pripomenme si podobnost trojihelniki

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

V elementarni rovinné geometrii je zaveden pojem podobnosti troj-
thelnikia. Je zaveden, mnohdy nedocenén a nevyuzit. Uzivani nabiflo-
vanych vzorcii v situaci, kdy jadro problému muze byt vysvétleno uzi-
tim podobnosti trojihelniki, je nejenom zbyteéné, ale asto i zavadéjici
(viz [1]).

V této kratké poznamce, ktera muze poslouzit ve skolni vyuce, zda-
raznime diileZitost pojmu podobnosti trojuhelniki, jenz lze geometricky
vyjadiit velmi jednoduse:

Duva trojuhelniky jsou podobné prdvé tehdy, kdyz maji stejné uhly.

Podobnost trojuhelnikt je v ¢lanku vyuzita k vysvétleni nékterych
vlastnosti, které jsou spole¢né vSem trojuhelnikiim. Soustifedime se na
jednoduchou otézku, kterd patfi do souboru problému feSenych v [2]
uzitim barycentrickych soufadnic, jenz kulminoval vétami Cévy, Me-
nelause a Routha. Zde podame zcela elementarni dikaz ,,Hlavniho tvr-
zeni“, z néhoz Cévova véta a Routhova véta vyplynou jako dusledky.
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Je zadbavné sledovat, jakou pozornost vénuje literatura nékterym speci-
alnim pfipadim téchto vét. Feynmantv fenomén (viz napf. [5]) je toho
nespornym dukazem. Feynmantuv trojuhelnik je objasnén na str. 179
¢lanku [1] (viz téz [6]).

Cilem tohoto ¢lanku je popsat, odivodnit a zobecnit néasledujici ob-
razek:

C

Obr. 1: Obsahy jednotlivych ¢asti trojihelniku ABC

Zde jsou strany trojuihelnika rozdéleny pomoci bodu Ay, By a Cj
v pomérech

4Bl 4 |BC| 1 |CiA] 3

|A,C] 37 |BiA] 20 |CyB] 5

Potom jsou poméry obsahii jednotlivych ¢asti trojuhelniku ABC k ob-
sahu celého trojuhelniku vyjadieny piislusnymi zlomky. Vznikly troja-
helnik S2pSpcSca ma obsah rovny % obsahu trojuhelniku ABC'.

V obecném zadani jsou strany a = BC, b = C A, ¢ = AB trojuhelniku
ABC rozdéleny body A1, By a C7 na tsecky, jejichz délky oznatme a; =
= |141B|7 as = |A10|, b1 = |B10|, bQ = |B114‘7 Cc1 = |01A‘ a Cy = |OlB|;
tEdy a = ay +(12,b: b1 +b2,c:cl + Ca.

Cestou k popisu a vysvétleni hodnot na obr. 1 je toto tvrzeni.
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MATEMATIKA

Tvrzeni. Strana BC je bodem Ai rozdélena v poméru If\igl‘ = Z—; a
strana CA bodem By v poméru ‘Igﬁl‘ = Z—; Potom
|SapAi] _ aib . |SapDBi] _ a2by (1)
|SABA‘ abg |SABB| alb '

k 1SaBAil |SapBi|

Obr. 2: Poméry tsece
y SapAl @ TSapBI

V dukazu rovnosti (1) vyuzijeme podobnosti trojahelnikia: AB; DC ~
~ NAAC a ABA1Sap ~ ABDB;. Zde je tsetka DB; rovnobé&Zna
s usetkou A A. Tedy

|A1A| - b ‘SABA1| - aq a1b

= a = = .
|DB1‘ b1 |.DB1| a1 + % a1b+a2b2

Odtud
\SABA1| _ a1by _ a1by
|AA;| a1b+ asby  aiby + aby’
Proto
|SapAi1] _ aib
|SABA| ab2 ’

Zcela stejnym zpusobem (uZitim podobnosti trojuhelnika A1 EC a BB,C
adale AB1Ssp a AEA;, kde spojnice EA; je rovnobézna s useckou By B)
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dostaneme rovnost
|SapDBi| _ a2by o |SapBi| __ asby
|SABB| aib |BBl| a1b+a2b2‘

Predchozi tvrzeni mizeme aplikovat na dvojice tse¢ek BBy, CCy se
spole¢nym bodem Spc a CCy, AA; se spoleénym bodem S¢ 4. Oznacme
Sq = €160 + C2a2, Sp = a1b + asby a s, = bic + bayce a pfislusné poméry
zaznamenejme v nasledujici tabulce:

[SaBA1|l _ aiby [SaBAi|l _ aiby [SaBBi| _ azbs [SaBBi| _ asbs
ISABAl ab2 |AA1| Sp |SABB| alb |BBl‘ Sp
[SpeBi| _ bicy |SecB1| _ bics ISEcCil _ baco [SBcCi| _ baco
‘Sch‘ b02 ‘BBll Se ‘SBccl blc \CCI\ Se
‘SCAcll — c1a1 ISCACI‘ — c1a1 ‘SCAAII — ca2a2 |SCAA1‘ — [P}
‘SCAC| cag |CC1‘ Sa |SCAA‘ c1a |AA1| Sa

Vratme se nyni k trojuhelniku ABC se stranami a, b, ¢, rozdélenymi
body A, By, Cy na tseky aq, as, b1, ba, c1, co. UseCkami AA,, BBy,
C(C1 je trojahelnik rozdélen na sedm ¢asti.

A C1 Cl Co

Ty ¢

Obr. 3: Obsahy ¢asti trojihelniku ABC v obecném piipadé

Hlavni tvrzeni. Oznacime-li obsah trojiuhelniku ABC symbolem A, 0b-

sahy trojuhelniki AC1Sca, BA1Sap a CB1Spc jsou
Pa= AN py= Uiy, p, G

CSq asy bs,
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Ddle, obsahy ctyrihelniki AScaSpcBi, BSaScaCi a CSpcSapAi
jsou

c1(agbs. — b2s,) aj(bacsy — cisp)

Op=—""——""A, QOp= A,
bs.s, CS4Sh
by (coasy — a?s
QC _ ( 1 C)A
aspSe

Obsah S trojuhelniku SapSpcSca je rozdil A a souctu vSech P’s a Q’s.
Dtikaz hlavniho tvrzeni opét vyuzije poméri geometrickych veli¢in.

Obsah trojihelniku AC1C je <L A. Jelikoz

|ScaCi|  crax

|OCl| o Sa ’
dostavame )
Pa=T0A
CSq
a podobné
b201
Po = 7—A,
© bs.
a tedy

. <0101+01¢12+02¢1201al bf)Acl <CL2b%>A

CSq bs.

_ c1(agbs, — bis,)
bs.s,

Obdobnym zptisobem dostaneme pomoci trojihelniki BA1A a CB1B
hodnoty pro Pg, Qgr a Qc¢.
Tim je dikaz hlavniho tvrzeni dokoncen.

Alespon slivkem poznamenejme, Ze jsme podali dikaz pro piipad,
kdy bod C4 lezi mezi vrcholem A a prusetikem strany AB a piimky
uréené body C' a Ssp. Ihned vidime, zZe pfipad, kdy C; lezi mezi timto
priseéikem a vrcholem B, feSime zcela obdobnym zptsobem.
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Hrani¢ni pfipad, kdy C; s pruseéikem strany AB a pifimky uréené
body C a Sap , tj. pfipad, kdy body Sap, Sgc a Sca splyvaji, je popsan
vétou Cévovou. Pfipomenme ji v nasledujici forme.

Tvrzeni (véta Cévova). Kterékoliv dva z bodi Sap, Spc, Sca splyvagi
(coZ je ekvivalentni s tim, Ze viechny tii body splijvaji) prdave tehdy, kdyz

(111)161 = a2b202.

Vezméme libovolné dva body, tfeba Sip = Sca. To znamena totéz,

co
|SaB ALl a1by - |Scad] C202

|SABA| o abg o |SCAA| o cla'

A to znamena totéz, co a1bicy = asbaco.

Véta Cévova je bezprostfednim disledkem véty Routhovy. Tu zde
formulujeme ve tvaru vzorce (2) a ukdZeme, Ze (2) je pouhym pfepisem
hlavniho tvrzeni.

Tvrzeni (Véta Routhova).

% _ (a1brc1 — a2b202)2. @)

SaSbSc

Zde je pfepis Hlavniho tvrzeni:
Pomeér obsahi trojuhelnikia & = SapSpcSca a A = ABC' se rovné

S _ 1 <c%a1 n atb N b%q) B

A CSq asy bs,
c1(agbs, — b3s,) n ai(bacs, — c3sp) n bi(coasy — a?s.) B
bscs, CSaSh aspSe n
b b
:1_(C1a2+a12+ 162):
Sa Sb Sc

845pSc — C1a25pSc — A1b25,5. — b1C25,8p

SaSbSc
Dosadime-li za s,, Sp a s, vyrazy
Sq = €101 + C1a2 + C20a2,

sp = a1by + a1by + azby,

Sc = bici + bica + bacy,
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a vyjadiime a porovname v ¢itateli vSech 27+43-9 = 54 souéinti, obdrzime
rovnost

2
SaSbSe — €1a28pSc — a1b28aSe — b1casasy = (a1bic1 — agbaca)?,

¢im?z je rovnost (2) dokazéana.

Poznamka. V literatufe (viz napf. [4]) nalezneme Routhovu vétu ve

tvaru
a2b2 C2 1
al bl C1

S
A (ki) (berer)(ezezin)

a1by bici ciay

Presvédcte se, Ze se jednd o stejnou rovnost jako (2).

Nyni prikroéme k samotnému poslani tohoto ¢lanku. Po nabyti zku-
Senosti z predchozich uvah a vypoéti, je nyni snadné porozumét jadru
naSich tvrzeni a shledat, Ze neni podstatné, aby ¢isla a, a1, ag, b, by, bo,
¢, c1, co, ktera se v naSich tvrzenich a vypoctech objevuji, predstavovala
skuteéné rozméry stran trojuhelniki a jejich tseki. Podstatné jsou po-

ar a1 b b a <«

méry téchto veli¢in, tj. ¢isla & 2L L8 a3 od nich odvozené
) a’ az’ b by’ ¢’ co

veli¢iny. Tak napf. ¢islo a je souc¢tem dvou hodnot (jmenovatele a ¢ita-
tele) vyjadfujicich pomér Z—; V tomto smyslu budeme formulovat nase
tvrzeni ve zbytku ¢lanku.

Vyraznym dusledkem je skutecnost, ze poméry obsahu ¢asti trojuhel-
niku k obsahu trojihelniku ABC vyznacené na obrazku 1 jsou nezavislé
na volbé trojihelnika. Zavisi pouze na pomérech, v nichZ jsou jeho strany
rozdéleny.

Pomeéry obsaht jednotlivych ¢asti trojuhelniku k obsahu celého troja-
helniku na obr. 1 odpovidaji volbé& Z—; = %, Z—; = % a Z—; = % Zkontrolujte
hodnoty v obr. 1 uzitim hlavniho tvrzeni.

Nasledujici obr. 4 vyrazné znazornuje skute¢nost, ze tyto poméry ob-
sahti nezavisi na volbé trojuhelniki.

Dulezita je téZz poznamka, ze ¢isla figurujici v nasich tvrzenich nemusi
byt cela ¢isla. Tak napt. vSechna nase tvrzeni miZzeme uzit pro trojtuhel-
nik, jehoz strany o délce v/2,1/3 a 2 jsou rozdéleny na tseky 1 a v/2—1,
@ a @, V3 a 2 — /3. Ty mohou byt v nagich vypo¢tech repre-
zentovany Cisly a1 = 1+ﬂ, as =1, a:2+ﬂ, by :27\/3, by =1,
b=3-V3,c1=3+2V3,ca=1,c=4+23.
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|C14]
[C1B|
[A1B| _
[A1C]
|B1C|
[B1A]

N W= WIN

Obr. 4: Podstatna role poméri vzdalenosti

V zavérecné poznamece zobecnime piedchozi vysledky na piipad, kdy
body A1, By,C; nemusi leZet na stranach trojuhelniku ABC. Obr. 5
znazoriuje situaci, kdy bod A; lezi na prodlouzené strané BC' a bod B;
na prodlouzené strané C'A. Pfitom

|AlB| _ 1 a |BIC| _ § (3)
|A4,C] 3 |B1A] T
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Obr. 5: Obecna poloha A; a B

Ukazeme, ze poméry délek tsecek, které jsou definovany prinikem
Sap pfimek uréenych body A, A; a B, Bj, stejné jako obsahy vznik-
lych trojahelniki, lze urcit stejnym zptisobem, jaky jsme uzivali dosud.
Podobnost trojuhelnika ASapA1B ~ AECB a ASapAB; ~ AECB;

implikuje rovnost poméru

SapAi| _|EC| |SapA] _ |EC|
|BA;| |BC| |B1A| |B:C|’

odkud plyne
|SapAi|  |BAL||B:C| 3

— = . 4
SapAl ~ |BC|BiA] 14 )

Podobnost trojuhelniki AB1SspA ~ ACDA a ABSypA1 ~ ACDA;
zarucuje rovnost

1SapBi| _ |CA||BiA| 21

|SapB| ~ |BA{||CA] — 4 (%)

K urdeni pomért obsaht P trojuhelniki AS B, BB1C a A1BSap vy-
uzijeme rovnosti (3), (4) a (5). Ozna&ime-li obsah P(ABC) trojuhelniku
ABC pomoci A, dostavame postupné

1 3 7

4 7
P(ASapB) = - P(ABB) = A,

1 7 3

a tedy
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P Sap

SaB

Obr. 6 (a) (b): Obecna poloha bodi Ay, By, Cy a A}, B, C}

Obr. 6 ilustruje dvé typické situace. Trojtuhelnik (a) popisuje pfipad,
kdy body A; a C; jsou zvoleny na prodlouzenych stranach BC a AB
v poméru

[AB| 1 [BiC] 1 a [C1A[ _

A€l 37 |BiA] |C1B|
V tomto piipadé je celkem snadné urcit potfebné poméry tsecéek jako
|SapAil 1 [ScaCi| 2 |SpoBi|

|SapA| 27 |ScaC| 5’

6.

PBCZL _ g
|SpcB|

k uréeni pomérné velikosti obsahti, jak popisuje prvni obrazek. Zde je
1
P(SapSpcSca) = ZP(ABC).

Ponékud narocnéjsi je vypocet téchto poméru v piipadé trojuhelniku
(b). Zde dostéavame napf.

Sap Al 11 |SeaCll 55 |SweBl 5

[Sap Al 32" [SeaC'l 97 |SpoB| 6
Poméry obsaht Sesti trojihelnik a jednoho ¢tyfiahelniku jsou vyznacéeny
v obrazku. Obsah trojahelniku S4:5/Sp/c'Scr 4 zde spliuje
6241

P(SarpSprorScrar) = {op56 PAB'C).
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Clanek zakondeme nésledujici ulohou: Téchto sedm ¢&isel
3 19 1133
40" 87 707 47 357 4’
reprezentujicich poméry obsahti k obsahu trojthelniku ABC prifadte
k sedmi oblastem obr. 7.

[C1Al _ 9 e

|CiB] T 1 \\\

‘AIBI _ 1 \~‘~\\

|[A1C] — 2 \‘\\
|B1C‘ 1 b
|B1A] T 3

Obr. 7
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