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MATEMATIKA

Beznula &isla

Antonin Jancarik, PedF UK, Tomds Kepka, MFF UK, Praha
ITvan Volny, Praha

Teorie ¢&isel je oblasti, kterd nabizi mnozstvi velmi zajimavych pro-
blémt. Casto se zde setkavame s tlohami, které Ize snadno formulovat,
ale jejich feSeni miize byt nesmirné obtizné. V tomto ¢lanku se zaméiime
na jednu z takovych tloh. Budeme se zabyvat otdzkami spojenymi s po-
dobou zapisu ¢isla v soustavé s predem zvolenym zakladem a svoji pozor-
nost soustfedime na ¢isla, jejichZz zapis neobsahuje ¢islici nula (beznuld
¢isla), a na ¢isla, ktera se daji zapsat jako soudin dvou beznulych éisel
(skorobeznulé ¢isla). Primarné se zaméfime na soustavu s dekadickym
zékladem a ¢isla ve tvaru 10™ a polozime si otazku, pro ktera nezaporna
cela ¢isla n lze mocninu 10" rozlozit na soucin 10" = ab celych ¢cisel
a,b, kde ani ¢islo a ani ¢islo b nemaé ¢islici 0 ve svém dekadickém zapisu.
Néasledné ukazeme, jakym zpusobem je moZné pozorovani z dekadické
soustavy zobecnit i pro soustavy o jiném zakladu.

Beznula a skorobeznula éisla

Za t¢elem snazsiho vyjadfovani budeme fikat, Ze celé ¢islo a je beznulé
(pfi zakladu 10), jestlize v dekadickém zapise ¢isla a se nevyskytuje &is-
lice 0. Napiiklad, 1,2,...,9,11,...,19,21,... jsou beznula &isla, zatimco
¢isla 0,10,20,...,101,... beznul4 nejsou.

Budeme fikat, Ze ¢islo a je skorobeznulé, je-li sou¢inem dvou (ne nutné
riznych) beznulych &sel. Ziejme, 0 neni skorobeznulé &slo a ¢islo a je
skorobeznulé tehdy a jen tehdy, je-li takovym i ¢islo —a. V dalSim se
tudiz omezime pouze na kladnéa cela &isla.

Je-li a beznulé ¢islo, pak a = 1-a je rozklad na souéin dvou beznulych
¢isel. Tedy kazdé beznulé ¢islo je také skorobeznulé.

Je-li p prvodislo, pak p lze rozlozit pouze ve tvaru p = 1 - p. Takze
prvodislo p je skorobeznulé pravé tehdy, kdyz je beznulé. Nejmensi pr-
vocislo, které neni beznulé je 101. Je dokézano, Ze existuje nekonecné
mnoho beznulych prvoéisel [1].

Neékolik pozorovani
Je1l0=2-5,20=4-5,30=5-6,40=5-8,50=2-25,60=5"-12,
70=2-35,80=5-16,90 =5-18, 100 = 4 - 25. Nyni je jasné, ze kazdé
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¢islo m takové, ze 1 < m < 100, je skorobeznulé. A je také jasné, ze
prvocislo 101 je nejmensim kladnym ¢&islem, které neni skorobeznulé.

Je 102 = 2-51, 103 je prvocislo, 104 = 2-52, 105 = 5-21, 106 = 2-53,
107 je prvocislo, 108 = 2 - 54, 109 je prvocislo, 110 = 2- 55, 120 = 5 - 24,
130 = 2-65, 140 = 5-28, 150 = 6 - 25, 160 = 5-32, 170 = 5 - 34,
180 =5-36, 190 = 5-38, 200 = 8- 25, 201 = 3-67. Odtud snadno plyne,
Ze kazdé (slozené) ¢islo m takové, ze 102 < m < 201 je skorobeznulé. Je
v8ak 202 = 1-202 = 2-101 a jinych rozkladi ¢islo 202 nema. Tedy 202 je
nejmens{ kladné slozené ¢islo, které neni skorobeznulé. Navic, ¢islo 202
nelze rozlozit na soucin jakkoli mnoha beznulych &isel. Protoze kazdé
slozené ¢islo m, 1 < m < 201 je skorobeznulé, tak prvoéisla 101, 103, 109
jsou pravé ta ¢isla m, ze 1 < m < 201 a m neni skorobeznulé.

Snadno spocteme vlastnimi silami, Ze 47 je nejmensi prvocislo s tou
vlastnosti, ze jeho druha mocnina neni beznula. Je 472 = 2209; samo-
zfejmé, 472 je skorobeznulé &islo. Dale je 473 = 47-47-47 = 103823. Tedy
473 je soucinem tii beznulych &isel, pficem# viak 47% neni skorobeznulé
¢islo. Pro nejblizsi vétsi prvocislo, tedy ¢islo 53, také plati, ze jeho druha
mocnina neni beznula, nebot 532 = 2809. Oviem 533 = 148877, coZ je
beznulé ¢islo.

Cislo 107 je nejmensi prvocislo, které neni beznulé, avsak jeho druha
mocnina jiz beznuld je; 1072 = 11449. Nejmensi takové slozené &islo je
106, 1062 = 11236. Jako zajimavy tkaz uved me nasledujici druhou moc-
ninu: 33333333333333342 = 11111111111111115555555555555556, coZ je
beznulé ¢islo, které je druhou mocninou beznulého ¢isla.

Mocniny dvou a péti

Neni viitbec néro¢né si vyrobit tabulku mocnin 2™ prvoéisla 2, a to
tfeba pro 0 < n < 100. Prohlidkou této tabulky zjistime, Ze pro tyto
exponenty je mocnina 2" beznulé pravé jen pron = 0,1,...,9, 13, 14,
15, 16, 18, 19, 24, 25, 27, 28, 31, ..., 37, 39, 49, 51, 67, 72, 76, 77 81, 86.
Dohromady je to 36 = 62 exponentfi.

Panuje presvédceni [2], Ze 86 je nejvétsi exponent n takovy, Ze mocnina
2" je beznula. Tato domnénka byla potvrzena pro n < 2,5 - 10°.

Asi by dalo dost prace zjistit pfimym vypocétem, Ze pro 0 < n < 100
jsou mocniny 5" beznulé pouze pron =0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 9, 10, 11,
17, 18, 30, 33, 58. Dohromady to je 16 = 2* exponentii. Opét existuje do-
mnénka, Ze 58 je nejvétsi exponent. Domnénka byla ovéfena pro vSechna
n < 1019,
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Rozklad mocnin deseti

Dokazme si, ze pro n > 0 je mocnina 10™ skorobeznula pravé tehdy,
kdyz jsou beznulé obé mocniny 2" a 5.

Nejdfive tu snadnou ¢ast. Je 10" = 2™ - 5™. Jsou-li tedy mocniny 2"
a 5" beznulé, pak mocnina 10" je skorobeznula.

A nyni tu tézsi ¢ast. Necht 10" je skorobeznulé &slo. Checeme dokazat,
7ze mocniny 2" a 5™ jsou beznulé. Vime, ze 10" = ab, kde a,b jsou
(kladna) beznula &isla. To jest, 2™ - 5™ = ab, z ¢ehoZ plyne a = 2" - 5% a
b=2"-5" 0<rs,u,v;r+u=n=s+wv.

Bylo-li by » > 1 a souasné s > 1, pak by 2" bylo sudé a (dekadicky)
zapis mocniny 5" by konéil ¢islici 5. A tak soucin 2" -5° by kon¢il ¢&islici 0,
nebot 2771.2.5%71.5 =10-2""1.5"1. To je viak spor s tim, Ze &islo a
je beznulé. Je tedy 0 € {r, s}.

Ze symetrie a z r +u = n = s + v pak jiz plyne, ze 0 € {u,v} a tudiz
{a,b} = {2",5"}.

Mocniny deseti

Na zékladé predchozich pozorovéani ziskdvame, ze pro 0 < n < 100 jsou
mocniny 10" skorobeznulé pravé a vyhradné jen pro 11 exponentii (z toho
10 kladnych), konkrétné pro n = 0,1,2,3,4,5,6,7,9, 18, 33. Platila-li by
vySe uvedend domnénka o mocninich dvou, pak by to byly jiz v8echny
hledané exponenty. Pfipomenime vSak, Zze domnénka je provéfena pro
n<25-10°.

Nejvyssi znamou skorobeznulou mocninou 10 je mocnina

1033 = 8589934592 - 116415321826934814453125

1033 je p&kné skorobeznulé &islo (i kdyz ma ve svém zapise 33 nul).
Dale vime, ze 23* = 2 - 8589934592 = 17179869184, ¢ili i ¢éislo 2 - 1033
je skorobeznulé.
Nejmensi (nezaporny) exponent n takovy, Ze mocnina 10™ neni sko-
robeznuld, je n = 8. A to proto, Ze 5% = 390625 neni beznulé &islo. Dalsi
pak je n = 10, nebot 210 = 1024.

Zobecnéni pro soustavy o jiném zikladu

Pojmy ,,beznulosti* a ,skorobeznulosti“ jsou zévislé na pouzitém za-
kladé g pro pozi¢ni zapis celych ¢&isel. Pfedchozi pozorovani byla ¢inéna
pro obvykly pfipad ¢ = 10. Mtizeme ovSem uvazovat i jiné zaklady ¢ > 2

Roc¢nik 97 (2022), ¢islo 1 15



MATEMATIKA

a budeme ziskdvat ¢-beznula a g-skorobeznula &isla. Opét je zajimavé
hledat exponenty n > 0 takové, Ze mocnina ¢" je g-skorobeznula.

Je-li ¢ = p*, kde p je prvocislo a k > 0, pak neni t&7ké si poviimnout,
ze mocnina q" je g-skorobeznula pouze pro n = 0,1 v piipadé, ze k > 2,
a pouze pro n = 0 v pfipadé, ze k = 1 (tj. ¢ = p je prvocislo).

Necht ¢ neni mocninou zadného prvodéisla, 6 < ¢. Lze potom psati
g=71-8 kde 2 <r < s < qa disla r,s jsou nesoudélna (staci uvazit
prvodiselny rozklad &isla ¢). (Pokud &isla r, s jsou prvodisla, miizeme
pouzit stejné uvahy, jako u rozkladu ¢isla 10 v desitkové soustavé. Zde
ale pripoustime i moZnost, Ze ¢isla r, s jsou ¢isla slozend.) Bylo-li by
r? > ¢, pak by platilo s > g a ¢®> = r2 - s> > ¢, coZz neni mozné.
Nahlizime, Ze r? < ¢ < s2.

Samoziejmé, ¢° = 1 je g-beznulé. Aviak i 7, s jsou nenulové &islice
(pro zéklad q), a tak i ¢' = ¢ je g-skorobeznulé &islo. Dale, 72 je nenulova
¢islice, ¢ < s < ¢?, s> =aq+b,1<a<q,0<b<q Tedy s* = (ab),
(poziéni zapis pti zdkladu ). Kdyby bylo b = 0, tak by s? = aq = ars,
tedy s = ar a tedy r = 1, nebot &isla 7, s jsou nesoudélna. To je vsak
spor s tim, Ze r > 2. Tedy b > 1 a ¢islo s je g-beznulé. JelikoZz mame
> =12 - 52, tak ¢? je g-skorobeznulé &islo.

A ted se blize podivime na mocninu ¢3. Jelikoz je r < s, tak je
P?>rard=aq+b0<a<gq,1<b<gq,r’=(ab),. Daleje ¢> > s3,
$3=cqg®+dg+e 0<c<q 0<d<gq,1<e<q,s®= cde),.

Je-li d # 0, pak obé &isla r3 a s3 jsou g-beznuld a mocnina ¢> je tudiz
g-skorobeznulé. Piedpokladejme tedy, ze d = 0. Je potom

3

¢ =r s

= acq® + beq® + aeq + be > acq’.
TakZe ac = 0, &li @ = 0 nebo ¢ = 0. Kdyby bylo ¢ = 0, tak s3 = e < g,
¢ =135 < 58 =e? < ¢% q < 1, coz neplati. Takie ¢ # 0 a a = 0,
@ = beg? + be, be = ¢%(q — be), coz je spor s tim, ze 1 < be < ¢
Pfesvédéili jsme se, Ze i mocnina ¢ je g-skorobeznula.

A na fadu prich4dzi mocnina ¢*. Jelikoz je r < s, tak je 7
r*=ag+b,0<a<gq, 1<b<gq, rt=(ab),. Daleje s* < ¢*,

<
st =cq® +dg® + eq + f,

0<cde<gq 1< f<gq,s*= (cdef), Cislo 74 je g-beznulé. Je-li

navic d # 0 # e, pak i s? je g-beznulé a mocnina ¢* je g-skorobeznula.

Je-li e = 0, pak s* = cq® +dg®> + f, s> déli f, s> < q,s* <¢? s*=Ff
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a ¢* = r*.s* je g-skorobeznulé Cislo. Zbyvéa piipad e # 0 = d. Je

st=cq’ +eq+ f,

¢t =1t st = (ag+b)(cq’ +eqg+ f) =
= acq® + beg® + aeq® + (af + be)q + bf.

Je bf > 1, takze ac = 0. Pro ¢ = 0 bychom dostali s* < ¢ a potom také
¢ =r*-s* < q¢® ¢®> = ¢*, spor. Takze je a = 0 # c. Tedy r* = b,

st=ci®+eq+ f=cr®s® +ers+ f,
¢t =rteq® +rteq + r4f.

Dale je jasné, ze f = sg, 1 < g < r. Po zkraceni dostavame rovnost

3 =crds? +er+ g,

pro kladné cela ¢isla, kde vime, Ze 2 <r < s, 1 <c<rs, 1 <e<rsa
1 < g < r. Thned vidime, Ze s% déli er + g, er + g = hs?, 1 < h. Odtud
plyne er® + gr? = hr2s2. Oviem, my vime, Ze r* = b < ¢ = rs, dili
r3 < 5. Pak ale

rs? 4+ 13 > es+ gr® > er’ + gr? = hr?s?,

252 > s + 12 > hrs? > 2hs? > 282,

coz je opét spor. Ponékud pracné jsme se pfesvédcili o tom, Ze i moc-
nina ¢* je g-skorobeznula.

Spocitali jsme si, Ze pro slozené (kladné) ¢islo ¢, které neni mocninou
prvodisla (je pak ¢ = 6,10,12,14,15,18,20,...) jsou vSechny mocniny
q°, q%, ¢%, ¢* a ¢* g-skorobeznulé.

A uz je tu zavér. Nemusime propadnout zoufalstvi. Volme piipad ¢ = 6
(r =2,s = 3). Tedy q nejmensi mozné. Je 3° =1 = (1),, 3! =3 = (3),,
32 = 9 = (13),, 3% = 27 = (43),, 3 = 81 = (213), a 3° = 243 = (1043),.
Mocnina 6% = g% = (100000), neni g-skorobeznula. Vyse uvedené tvahy
proto neni moZzné zobecnit pro vySsi nez ¢tvrtou mocninu.

Zaveér

Problémy spojené s beznulymi a skorobeznulymi &isly lezi na pomezi
mezi teorii ¢isel a rekreacni matematikou. Toto spojeni nabizi celou fadu
otevienych problémi, z nichZ nékteré jsou fesitelné i nastroji bézné skolni
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matematiky a nabizi velky prostor pro experimentovani a objevovani.
Zaroven umozinuji zobecnéni vysledkt a pfechod z dekadické soustavy do
soustav o jiném zékladu, coz je v sou¢asné dobé ve Skolské matematice
opomijené téma.

Autofi tohoto ¢lanku jsou presvédéeni, Ze tilohy podobného typu de-
monstruji krasu matematiky a prostfednictvim jednoduchych aritme-
tickych vypocéti mohou vzbudit a prohloubit u zaki, studentt i Siroké
verejnosti zajem o tuto védu.
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Pripomenme si podobnost trojihelniki

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

V elementarni rovinné geometrii je zaveden pojem podobnosti troj-
thelnikia. Je zaveden, mnohdy nedocenén a nevyuzit. Uzivani nabiflo-
vanych vzorcii v situaci, kdy jadro problému muze byt vysvétleno uzi-
tim podobnosti trojihelniki, je nejenom zbyteéné, ale asto i zavadéjici
(viz [1]).

V této kratké poznamce, ktera muze poslouzit ve skolni vyuce, zda-
raznime diileZitost pojmu podobnosti trojuhelniki, jenz lze geometricky
vyjadiit velmi jednoduse:

Duva trojuhelniky jsou podobné prdvé tehdy, kdyz maji stejné uhly.

Podobnost trojuhelnikt je v ¢lanku vyuzita k vysvétleni nékterych
vlastnosti, které jsou spole¢né vSem trojuhelnikiim. Soustifedime se na
jednoduchou otézku, kterd patfi do souboru problému feSenych v [2]
uzitim barycentrickych soufadnic, jenz kulminoval vétami Cévy, Me-
nelause a Routha. Zde podame zcela elementarni dikaz ,,Hlavniho tvr-
zeni“, z néhoz Cévova véta a Routhova véta vyplynou jako dusledky.
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