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226 l Olympidda I

MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 12. — 14. 4. 1999 se v Novém Mésté na Moravé
uskuteénilo celostatni kolo 48. ro¢niku Matematické olympiady
kategorie A. Zvefejhiujeme zadani a feSeni tloh, seznam vitézl
a Uspédnych feSitel. Soucasné zverejnujeme ulohy prvniho kola
pristiho roéniku Matematické olympiddy, kategorii A, B, C, pro
skolni rok 1999-2000.

Ulohy celostatniho kola 48. roéniku
matematické olympiady

Nové Mésto na Moravé 12.—14. dubna 1999

1. Do citatele i jmenovatele zlomku

20:28 :27:26:25:24:23:22:21:20:19:18:17:16
15:14:213-12:11:10: 9: 8: 72 6: bz 4: 3: 2

smime opakované vpisovat zavorky, a to vzdy na stejnd mista pod
sebe.

a) Urcete nejmensi moznou celo¢iselnou hodnotu vysledného
vyrazu.

b) Najdéte vSechny mozné celociselné hodnoty vysledného vy-
razu. (J. Simsa)

Reseni. a) Vysledny vyraz lze vzdy zapsat (aniz kratime) jako
podil A : B dvou soudini A a B prirozenych ¢isel, pro néz plati

A-B=2-3-4....-20 = 29! = 225.313.56.74.112.132.17-19-23-29.

(Exponenty prvocisel 1ze pocitat bezprostfedné po ¢initelich, nebo
podle zndmého pravidla: prvocislo p méd v rozkladu d¢isla n!
exponent rovny souctu

s

kde [z] znadi celou €ast Cisla z.) Ta prvoéisla, kterd maji v roz-
kladu éisla 29! lichy exponent, nemohou z podilu A : B ,zmizet“
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ani po jeho kraceni. Proto zadna celociselnd hodnota vysledku
neni mensi nez ¢islo

H=2-3-17-19-23-29 =1292646.
Na druhou stranu,

29:(28:27:26:25:24:23:22:21:20:19:18:17:16)_
15:(14:13:12:11:10: 9: 8: 7: 6: 5: 4: 3: 2)
29-14-27-26-25-24-23-22-21-20-19-18 - 17 16
~ 15-28-13-12-11-10- 9- 8- 7- 6- 5- 4. 3. 2
_29-142 27! 55, 2%4.313 .56.78.117.13%.17-19+23 —
28 (15!)? (211.36.53.72.11-13)° '

(Opét se vyplatilo poé¢itat exponenty podle (1).) Cislo H je
tedy hledanad nejmensi hodnota.
b) Podivejme se nyni podrobnéji na to, jak vypadaji souciny
A a B z prvni véty feSeni, jsou-li Citatel a jmenovatel zlomku
uzavorkovani stejnym zptisobem. Z kazdé ze ¢trnacti dvojic pod
sebou stojicich cisel

{29,15}, {28,14}, {27,13}, ..., {16,2}
je jedno ¢islo ¢initelem v souc¢inu A, druhé ¢islo je Cinitelem v sou-

¢inu B (takze A, B maji po 14 ¢initelich). Vyslednou hodnotu V'
pak mizeme zapsat také jako soucin
17\c13 116\ 514
(3) (3

(5" @ @&

kde €; = +£1, pritom zfejmé ¢; = 1 a € = —1 bez ohledu na
uzévorkovani. ProtoZe zlomky 27, 28, f‘;’, ..., 28 jsou vétsi nez 1,
vyslednd hodnota V' (at uz je celé ¢islo ¢i nikoliv) musi spliovat
odhad 29 14 27 26 17 16
V< — —  — . —. oot —-—=H
— 15 28 13 12 3 2 ’

kde H je pfirozené Cislo, uréené v Casti a) reSeni jako nejmensi
mozna celociselnd hodnota V. Odtud plyne, Ze H je jedind mozna
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celoCiselnd hodnota V. (Navic jsme ukézali, Ze pfi stejném uzavor-
kovani citatele a jmenovatele daného zlomku Zddnd hodnota vy-
sledného vyrazu, at uz je celo¢iselna nebo ne, neprevysuje ¢islo H.)

2. V obecném c¢tyrsténu ABC D ozna¢me F a F' stredy téznic z vr-
choli A a D. Urcéete pomér objemi ¢tyrsténa BCEF a ABCD.
(P. Leischner)

ReSeni. Oznaéme K a L stfedy hran BC a AD a Ay, Dy pii-
sluSna tézisté stén proti vrcholiim
A, D (viz obr.). Obé téZnice AAo,
DDy lezi v roviné AKD, pricemz
jejich prisecik T' (tézisté Ctyrsténu)
je déli v poméru 3 : 1 a zaroven je
stfedem spojnice KL (to je zfejmé

+C+D)=31(3A+D)+i(B+
+ C)) = 2(K + L)). Odtud plyne,
ze je |ET| : |AT| = |FT| : |DT| =
= 1: 3, takse |EF| = }|AD|. Ro- &

vina BC'L puli obé Gsecky AD i EF, a proto také rozdéluje oba
uvazované Ctyrstény ABC'D i BCFEF na C¢asti stejného objemu.
Oznacme G stred tsecky E'F', pro prislusné objemy pak plati

V(BCEF) V(BCGF) |GF| S(BCG) _
V(ABCD) ~V(BCLD) ~ |LD| S(BCL) —
2

N

3. Ukazte, Ze existuje trojihelnik ABC, v némz pri obvyklém
oznaceni stran a téznic plati a # b a zaroven a + t, = b + 1.
Déle dokazte existenci takového ¢isla k, Ze pro kazdy zminény
trojahelnik plati a+t, = b+ty = k(a+b). Nakonec najdéte vSechny
poméry a : b stran a, b takovych trojihelniki. (J. Simsa)

Reseni. Vime, Ze

1 1
£ = Z(2b2 +2c® —a?), = 2(2(12 + 2¢? — b?),
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3
2 -2 = Z(b2 - a%).

takze

Protoze podle predpokladu ulohy t, — t, = b — a # 0, vychazi
odtud t, + tp = %(b + a). Ze soustavy rovnic

ta—tbzb_a,

3
ta+tb: Z(b'f‘(l)
uréime t, = §(7b — a), ty = 3(7a — b), tedy
7
a+ta:b+tb:§(a+b)

Proto je k = L.

Nyni zjistime, pro které délky a # b existuje trojuhelnik ABC
o strandch a, b a téZnicich t, = §(7b—a), t, = 5(7a—b). Pfedevéim
musi byt t, > 0, ¢, > 0, coz je ekv1valentn1 nerovnost1 <F<T.
Zname vSechny tri strany trojuhelniku AB,T', kde T je téiiéte
trojuhelniku ABC a B; je stfed strany AC:

b 2 2 1 1
|A31|—§, |AT| = 5 —§'§(7b—a)—ﬁ(7b—a),
1 1 1 1
|BlT| —tb = g §(7CL o b) = 541(7(1 - b)

Zkouméame-li trojihelnikové nerovnosti pro tyto tri délky, dosta-

neme podminku

1 a
<<y
3<p <%

z niz je treba dle predpokladu vylouéit hodnotu % = 1. To je

zaroven i postacujici podminka: Sestrojeny trojihelnik AB;T lze
vzdy doplnit na trojihelnik ABC' se stranou b = |AC/| a téznicemi
ta = |AA1|, ty = |BBi|. Konetné z rovnosti t2 — t2 = 2(b% — a?)
vidime, Ze je i a = |BC]|.
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4.V jistém jazyce jsou pouze dvé pismena A a B. Pro jeho slova
plati:
1) Slova délky 1 neexistuji, slova délky 2 jsou pouze AB a BB.
2) Posloupnost pismen délky n > 2 je slovo, pravé kdyz vznikne
z néjakého slova délky mensi nez n, a to tak, ze v tomto
slové pismena A ponechame na misté, soucasné vSak kazdé
pismeno B nahradime néjakym (ne nutné stejnym) slovem.
Dokazte, ze pocet slov délky n je pro kazdé n roven ¢islu

97 1.2 (—1)P
; .

(P. Hlinény, P. Katiovsky)

ResSeni. Kazdé kone¢né posloupnosti pismen A, B fikejme feté-
zec. VSude déle --- znaéi vhodny (tfeba i prazdny) fetézec,
zatimco * * x pouzijeme k zapisu retézce ze stejnych pismen
(napf. B xxx B znadi fetézec k pismen B).

k

Dokéazeme, Ze libovolny fetézec je slovo (uvazovaného jazyka),
pravé kdyz spliiuje nasledujici podminku:

P: Retézec konci pismenem B a bud zacind pismenem A, nebo
zacind (¢i je dokonce cely tvoren) sudym poctem pismen B.

Nutnost podminky P je celkem zrejma: splhuji ji obé slova AB
a BB délky 2 a splnuje ji i kazdé nové slovo vzniklé konstrukci
z bodu 2), pokud podminku P spliuji slova, kterymi pfi konstrukci
nahrazujeme jednotlivd pismena B.

Nyni indukci vzhledem k ¢&islu n dokadzeme, Zze kazdy retézec
délky n spliujici podminku P je slovo. To zfejmé plati pron =1
an = 2;jelin > 2, pak retézec délky n, ktery spliiuje P, méa jeden
z tvart

AA---B, AB---B, BxxxBA---B, BxxxB,
N i
2k 2k+2
kde 2 < 2k < n — 2. Nasi ulohou je ukazat, ze tyto Ctyfi typy
retézcl vznikaji pomoci konstrukce z bodu 2), pfi niZ pismena B

nahrazujeme fetézci (délky mensi nez n) spliujicimi podminku P
(tedy slovy dle indukéniho pfedpokladu).
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Slovo AA---B vznikne jako A(A---B) ze slova AB. Slovo
AB--- B vznikne bud jako A(B---B) ze slova AB, nebo jako
(AB)(--- B) ze slova BB, podle toho, zda za jeho prvnim pis-
menem A ndsleduje sudy resp. lichy pocet pismen B. Slovo
B xxx BA---B vznikne jako (B **x B)(A---B) ze slova BB,
S—— S——

2k 2k
slovo B xxx B jako (B *xx* B)(BB) ze slova BB. Tim je dikaz
R — S —

2k+2 2k
indukeci hotov.
Nyni pomoci podminky P jiz snadno dokazeme, Ze pro pocet
pn slov délky n skutecné plati vzorec

2" 4+ 2. (=)™
Pn = )
3
jehoz platnost je ziejmad pro n = 1 a n = 2, nebot p; = 0
a po = 2. Proto vzorec bude dokdzan matematickou indukci,

ukazeme-li, Ze pro kazdé n plati rovnost p,y+2 = 2™ + p,, kterou
Gisla 3 (2" +2- (—1)") zfejmé spliji. Rovnost ppi2 = 2™ + p,
vSak plyne okamzité z toho, Ze podle vlastnosti P je kazdé slovo
délky (n+2) bud tvaru A--- B, kde - - - je libovolny fetézec délky
n (téch je 2™), nebo je tvaru BB ---, kde - - - je libovolné z p,, slov
délky n.

5. V roviné je dan ostry thel APX. Sestrojte ¢tverec ABCD
tak, aby bod P leZel na strané BC a aby poloprimka PX protala

stranu CD v takovém bodé (), ze bod P lezi na ose tthlu BAQ.
(J. Simsa)

ResSeni. Uvazujme otodeni ko-
lem stfedu A o 90°, které zob-
razi vrchol B hledaného ctverce
ABCD na vrchol D, a ozna¢me
P', C', D' obrazy bodu P, C,
D v tomto otoCeni (viz obr.).
Protoze |{PAP'| = 90°, plyne
z vlastnosti os vedlejsich uhld, ze
AP’ je osa tthlu QAD'. Proto mé
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bod P’ stejnou vzdalenost od AD’ i od AQ (rovnou strané hleda-
ného ¢tverce). Tyto vzdalenosti jsou vysky v trojahelniku AQF,
takze |AQ| = |P'Q|. Protoze bod P’ miZeme sestrojit, mizeme
sestrojit i bod @ jako pruselik ramene PX s osou useCky AP’
Zbytek konstrukce i jeji spravnost jsou jiz ziejmé.

6. Najdéte vSechny dvojice realnych éisel a a b, pro které ma
soustava rovnic

T + T3+ y?
—_y_ sa— a’ ______y_ — b
s nezndmymi = a y feSeni v oboru redlnych &sel.  (J. Simsa)

ReSeni. M4-li dana soustava feSeni (z,y) pro éislaa = A, b = B,

ma zfejmé i feSeni (kz, ky) pro libovolné k # 0 a pro ¢isla a = EA’
b = kB. Odtud vidime, Ze existence feSeni dané soustavy zavisi
jen na hodnoté soucinu ab.

Budeme tedy nejdrive zkoumat hodnoty vyrazu

(u +v)(u® + v3)
(u?2 +v2)2

P, v} =

kde &isla u a v spliiuji normalizaéni podminku u? + v? = 1. Podle
ni plati

P(u,v) =(u +v)(u® +v°) = (u+v)?(u? —uv + %) =
=(u® + 2uv + v?)(1 — wv) = (1 + 2uv)(1 — wv).

Za podminky u? 4+ v? = 1 nabyva soudin wv vSech hodnot
z intervalu (-3, 3) (je-li u = cosa a v = sina, je uv = 1 sin2a).
Proto staéi zjistit mnozinu hodnot funkce f(t) = (1 + 2¢)(1 —t)
na intervalu ¢t € (-1, 3). Z vyjadieni

12 9
— 942 — S e
Ft) = -2 +t+ 1 2(t 4) 3



plyne, ze hledanou mnozinou hodnot je uzavieny interval s kraj-
nimi body f(—3) =0a f(}) = 3.

To tedy znamend, ze pokud méa dana soustava reSeni, musi pro
jeji parametry a a b platit 0 < ab < %, pritom rovnost ab = 0 je
mozn4a, jen kdyz x + y = 0, tehdy vSak a = b = 0.

Spliuji-li naopak nékterd ¢isla a a b nerovnosti 0 < ab < %,
existuji dle dokazaného &isla u a v takova, ze u? + v? = 1
a (u+v)(u®+v®) = ab. Oznaéime-lia’ = u+vab’ = ud+v3, pak
z rovnosti a’d’ = ab # 0 plyne, Ze oba poméry a : a’ a b’ : b maji
tutéz hodnotu k£ # 0. Pak ale dvojice x = ku a y = kv je zfejmé
reSenim soustavy rovnic ze zadani tlohy pro uvazované hodnoty
a ab.

®|©

ZADANI PRO SKOLNI ROK 1999-2000
Kategorie A

A-I-1. Necht P(z), Q(z) jsou kvadratické trojcleny takové, ze tii
z koFend rovnice P(Q(z)) = 0 jsou ¢&isla —22, 7, 13. Urlete Etvrty
kofen této rovnice. (P. Cernek)

A-I-2. Necht K, L, M jsou po radé vnitini body stran BC),
CA, AB daného trojuhelniku ABC takové, Ze kruznice vepsané
dvojicim trojihelnikit ABK a CAK, BCL a ABL,CAM a BCM
maji vnéjsi dotyk. Pak plati

|BK|-|CL| - |AM| = |CK| - |AL| - |BM].

Dokazte.

Pozndmka. Z uvedené rovnosti plyne na zakladé Cévovy véty, ze
ptimky AK, BL, CM prochézeji tym% bodem. (J. Svrcek)



A-I-3. V oboru kladnych ¢isel feste soustavu

VZY + VTz — T = a,

VYZ +/yz -y =b,
Vzz +\Jzy -z =,
kde a, b, c jsou dand kladnd ¢isla. (R. Horensky)

A-I-4. V roviné je dano 1999 shodnych trojihelnikt o obsahu 1,
které jsou obrazy téhoZ trojihelniku v riznych posunutich. Je-li
prunikem vSech danych trojihelniki mnozina M, ktera obsahuje

t&zisté kazdého z nich, je obsah mnoZiny M alespofi . DokaZte.
(M. Benes)

A-I-5. Je ddna funkce f: N — N takova, Zze f(n) = 1, je-li n liché,
a f(n) = k pro kazdé sudé &islo n = 2*1, kde k je pfirozené &islo
a [ Cislo liché. Urcete nejvétsi prirozené &islo n, pro néz plati

F)+ f(2)+---+ f(n) < 123456.
(S. Trdvnicek)

A-I-6. Je dan ¢tyrboky jehlan ABCDV s podstavou ABCD.
Jeho hrany AB, CD jsou rovnobézné a roviny ABV a CDV
vzdjemné kolmé. Ozname P patu vySky z vrcholu V na stranu
AB v trojihelniku ABV a @ patu vysky z vrcholu V na stranu
CD v trojihelniku CDV. DokaZzte nerovnost

IAVI“Z+|BV[2-+-|C'V|2+|DV|2 > |PQ|2+2(SABv+SCDv+Sva),

kde Sxyz znadi obsah trojuhelniku XYZ. Zjistéte rovnéz, kdy
plati rovnost. (J. Bdbela)



Kategorie B

B-I-1. Pro kterd redln4 ¢isla ¢t ma funkce f(z) = 5z + 44 + t|z —
— 2| — 3|z — t| maximum rovné 0? (P. Cernek)

B-1-2. Oznac¢me S stfed kruZnice vepsané libovolnému trojihel-
niku ABC. Dokazte, ze rovnost |AS| - |BS| = |CS| - |AB| plati,
pravé kdyz je ahel ACB pravy. (J. Svrcek)

B-I-3. Urcete redlna cisla a, b, pro kterd ma soustava

x? + 2 + 222 =16,
:z:yz2 + zy + 22 =a,
zT+y+22=b

v oboru realnych &isel pravé jedno feSeni. (J. Bdbela)

B-I-4. Jsou dany kruznice k£ a [ s riznymi poloméry, které se vné
dotykaji v bodé T'. Prisecikem M jejich spole¢nych vnéjsich tecen
vedme se¢nu s obou kruznic. Oznaéme X ten z obou priseciki
kruznice k se se¢nou s, ktery je vzdalenéjsi od bodu M. Podobné
ozna¢me Y ten z obou priseciki kruznice [ se seCnou s, ktery
je vzdalenéjsi od bodu M. Necht P je takovy bod, ze XTYP
je rovnobéznik. Urcete mnozinu bodi P odpovidajicich vSem
takovym sefnam s. (J. Zhouf)

B-I-5. Devitistétn ABCDEFGHV vznikl slepenim krychle
ABCDEFGH a pravidelného ¢tyrbokého jehlanu EFGHV. Na
kazdou sténu tohoto devitisténu jsme napsali &islo. Ctyfi z na-
psanych ¢isel jsou 25, 32, 50 a 57. Pro kazdy vrchol devitisténu
ABCDEFGHYV secteme Cisla na vSech sténach, které ho obsahuji.
Dostaneme tak devét stejnych soucti. Urcete zbyvajicich pét Cisel
napsanych na sténéch tohoto télesa. (K. Cernekovd)

PO 4

a stranou délky 5cm. Sestrojte rovnobéznik ABCD s obsahem



8cm? a stranou AB délky 2cm tak, aby body X, Y, Z, T lezely
po fadé na pfimkich AB, BC, CD, DA. (M. Krallova)

Kategorie C

C-I-1. Pfi déleni jistého prirozeného éisla Cisly 19 a 99 vyjdou
jako zbytky dvé prvocisla. Soucet obou netplnych podili se rovna
1999. Uréete délené ¢islo. (J. Simsa)

C-I-2. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky, ve kterych spoj-
nice stfedi vepsané a opsané kruznice svird s preponou uhel
45 stupna. (M. Krallovad)

C-1-3. Zjistéte nejmensi prirozend Cisla k, pro néz plati jednotliva
tvrzeni a), b) a c): Obsadime-li figurkami libovolnych k poli
Sachovnice 8 x 8, pak budou obsazena néktera

a) tfi sousedni pole nékterého fadku,

b) tfi sousedni pole nékteré sikmé rady,

c) Ctyfi sousedni pole nékterého fadku nebo sloupce.

Sikmou fadou rozumime takovou skupinu poli, jejichz thlopricky
jednoho z obou sméri lezi na jedné a téze piimce. (J. Simsa)

C-I-4. Jirka zhotovil papirovy model pravidelného cétyrbokého
jehlanu ABCDV s podstavou ABCD. Kdyz pak model roztizl
podél ¢tyf hran, bylo ho moZno rozvinout (bez prekryti) do
roviny. Kolik riznych siti daného jehlanu tak mohl Jirka dostat?
Ukazalo se, Ze sit, kterou Jirka dostal, méla tvar (nekonvexniho)
sedmithelniku. Vypoctéte ithel AVB v bo¢ni sténé jehlanu.

(P. Leischner)

C-I-5. V (iselném vyrazu

2B G TS 0 — G =TT s
.-+ + 595 + 596 + 597 — 598 — 599 — 600),

ve kterém chybi leva zavorka, jsou postupné vypsana vSechna
prirozend ¢isla od 1 do 600; pred nimi se pravidelné opakuji tii



znaménka + a tfi znaménka —. Dopliite levou zavorku do vyrazu
tak, aby vysel vysledek 378. (P. Cernek)

C-1-6. Je dan pravidelny Sestithelnik KLMNOP. Sestrojte
pravouhly trojihelnik ABC s pfeponou AB tak, aby jeho vrchol
C lezel na tsecce NP, body M, O, K lezely po fadé na primkéch
AB, BC, CA a aby pfimka N P rozdélila trojuhelnik ABC na dvé
¢asti se stejnym obsahem. (K. Cernekovad)

Vysledkova listina celostatniho kola 48. roéniku MO
kategorie A

Vitéezove:
1. Jan Housték 4 G Jirsikova, Pelhfimov 7776 7 41
2. Zden&k Dvordk VII G Nové Méston. Mor. 777775 40
3.-5. David Holec 4 G kpt. JaroSe, Brno 777315 30
Pavel Moravec 4 G kpt. JaroSe, Brno 775470 30
Luka$ Vokfinek 4 G kpt. JaroSe, Brno 756606 30
6.—7. Ale§ Néavrat 4 G kpt. JaroSe, Brno 376472 29
Martin Vigcor 4 G kpt. JaroSe, Brno 772076 29
8. Lenka Zdeborova 4 G Mikulagské n., Plzen 770705 26
9. Lubo$ Dostal VIII G a OA, Stribro 767311 25
10. Karel Kyrian G Jirovcova, C. Bud&jov. 54506 4 24

Uspésni fesitelé:

11. Robert Kaldy 4 G Zborovska, Praha 571250 20
12.-14. Jaroslav Hlinka 4 G Zborovska, Praha 571150 19
Karel Honzl 4 G Podborany 770203 19
FrantiSek Némec 2 G Zborovské, Praha 570610 19

15.—-16. Jaroslav Jansky 4 G kpt. JaroSe, Brno 703043 17

Ondrej Rucky VI G Mikuldsské n., Plzen 270305 17

17.-19. Jaromir Dobry = VI  Mikula3ské n., Plzen 571100 14
Josef Kfistan V G Mikuld8ské n., Plzen 072050 14

Jakub Sacha VII G Komenského, Kyjov 770000 14

20. Pavel Nejedly VII G Videniskd, Brno 760000 13
21.-22. Véaclav Kucera 4 G Nad Aleji, Praha 620310 12
David Pelikin 4  SPS Strojnickd, Plzen 750000 12



