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DVE HISTORICKE ULOHY
V GYMNAZIALNTI UCEBNICI PRAVDEPODOBNOSTI

KAREL MACAK

1. Uvod

Tento prispévek vychdzi z faktu, Ze v gymnazidlni uéebnici [1]
lze najit fadu zajimavych Gloh predstavujicich v podstaté varianty
problémi, které hrély jistou (Casto duleZitou) roli v historii teorie
pravdépodobnosti. Dvéma takovym problémim bude vénovan
tento prispévek, nejprve si ale stru¢né pripomeneme zédkladni
historickd fakta; podrobnosti lze najit napf. v [2].

Za pocatek teorie pravdépodobnosti je vSeobecné povazovana
korespondence, kterou v r. 1654 vedli Blaise Pascal a Pierre
de Fermat o problémech, se kterymi se na Pascala obratil rytif
de Méré. Problémy rytifre de Méré nebyly ptivodni; v poloviné
17. stoleti uz byly v jistém smyslu ,ustdlené“ dva typy problémi
z oblasti hazardnich her a sazek, které slouzily formujici se
teorii pravdépodobnosti jako zdkladni materidl a které lze obecné
formulovat takto:

Prvni typ problémi bychom dnes asi oznagili za problémy kom-
binatorické. Tykaly se napr. toho, kolika zptisoby mize padnout
jisty pocet ok pri hazeni dvéma, tfemi, atd. kostkami; tlohy po-
dobného typu se objevuji v teorii pravdépodobnosti a jejich apli-
kacich i dnes?°.

Druhy typ problémi mé dnes uz vyznam pouze historicky;
tykal se tzv. uUlohy o rozdéleni sazky, kterou lze formulovat
v nejjednodussi podobé takto:

Dva hraci hraji sérii her o néjakou ¢astku C; tuto ¢astku ziska
ten hrac, ktery jako prvni vyhraje k her (lidové se nékdy fika, Ze
hréaci hraji na k vitéznych her). Pravdépodobnost vyhry v kazdé
jednotlivé hie je pro oba hréace stejnd (oba hraci jsou ,stejné

20Jako piiklad uvedme &ldnek F. Guldana Je lepsie hrat ruletu alebo
blackjack? PMFA 38 (1993), 1, 29-39.
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dobfi“). Série her je pfed¢asné ukonéena ve chvili, kdy jednomu
hraci chybi do vyhry m her, druhému hrééi chybi do vyhry n her.
Jak ma byt spravedlivé rozdélena ¢astka C mezi hrace?

Vsimnéme si toho, Ze oba typy problémt Ize formulovat bez po-
uziti pojmu ,pravdépodobnost” a puvodné opravdu bez pouziti
tohoto pojmu formulovany byly; nemluvilo se o pravdépodobnos-
tech, ale o déleni sazky, Sancich na vyhru a pod. Z dne$niho hle-
diska lze fici, Zze Pascal s Fermatem vychéazeli pfi feSeni problémi
zadanych rytirem de Méré z pojeti pravdépodobnosti odpovidaji-
ctho dnesni tzv. klasické definici pravdépodobnosti (viz napt. [1],
str. 89), pojem ,pravdépodobnost® ale viibec nedefinovali; jejich
cilem bylo reSeni jistych konkrétnich tloh, nikoli definovani obec-
nych pojmi a teoretické studium jejich vlastnosti.

Vratme se ale k Pascalové a Fermatové korespondenci. Cést
této korespondence se ztratila; zachovana ¢ast byla vydana tiskem
v Toulouse, ale az v r. 1679%!. Mezitim v r. 1657 vydal Christian
Huygens svoji praci De ratiociniis in ludo alee, kterd po dobu
zhruba padesati let predstavovala zdkladni publikovanou praci
o poCtu pravdépodobnosti. Za dalsi meznik ve vyvoji teorie
pravdépodobnosti lze povazovat (posmrtné) vydani knihy Jakoba
Bernoulliho Ars conjectandi v Basileji v r. 1713.22

2. Problémy rytife de Méré

De Méré seznamil Pascala se dvéma problémy, z nichz Pascala
s Fermatem zaujala hlavné tloha o rozdéleni sazky; jeji formulaci
jsme jiz uvedli, ale nebudeme ji zde feSit. Druha tuloha byla
pomérné elementarni a Pascal ji zfejmé vyreSil obratem ruky;
tato Gloha se v riznych variantdch dodnes objevuje v nékterych
ucéebnicich (vCetné uéebnice [1]) a proto se ji nyni budeme zabyvat.

De Méré tvrdil, ze chce-li nékdo hodit pri opakovaném héazeni
jednou kostkou aspon jednou Sestku, ma nadpolovi¢ni Sanci na

21V této souvislosti povaZujeme za vhodné upozornit na knizku A. Rényiho
Dialogy o matematice, MF Praha 1980, jejiZ jedna &4ast je v€novana pravé této

korespondenci.
2274kladni Zivotopisné tdaje o vdech uvedenych osobach jsou uvedeny

v priloze.
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uspéch pocinaje ¢tyfmi hody a pomér Sanci na uspéch k Sancim
nelspés$nym pfi ¢tyfech hodech je 671 : 625. Pokud chce nékdo
hodit aspon jednou dvé Sestky pfi hazeni dvéma kostkami, mél
by mit podle de Mérého nadpolovi¢ni Sanci na uspéch pocinaje
24 hody (nebot pomér 24 : 36 je stejny jako pomér 4 : 6), ale de
Méré zjistil (asi ve své hracské praxi), Zze to neni pravda, coz ho
poboufilo?3. ~

Prvni tvrzeni de Mérého je spravné, druhé ale nikoli. Snadno
nahlédneme, Ze pravdépodobnost toho, Zze v k£ hodech nepadnou
ani jednou dvé Sestky, je rovna (32)*. ReSeni daného problému
tedy lze nalézt reSenim nerovnice

k
35 1
— < =, 1
(8)'<! !
ze které plyne k = 24,6, takZze dvéma kostkami je treba hodit
aspon pétadvacetkrat, aby Sance na Gspéch byla nadpoloviéni.

V ulebnici [1] se tato tloha objevuje v nékolika zjednodusenych
variantich. Prvni zjednoduSend varianta je reSena jako priklad 8
na str. 93 - 9424:

Co je pravdépodobnéjsi: hodit pri 4 hodech kostkou aspot
jednou 6, nebo hodit pri 24 hodech dvéma kostkami asponi jednou
6,6 ¢

Dalsi varianty se objevuji jako Glohy 2.89 a 2.90 na str. 130 -
131.

Reseni tlohy 2.89 na str. 130 predstavuje variantu prvniho
tvrzeni rytire de Méré, protoze se nehazi kostkou, ale minci: _

Kolik hodu minci je treba provést, aby pravdépodobnost, Ze
padne aspon jednou lic, byla a) vétsi nez 0,999, b) vétsi nez 0,99 ?

23Pascal v dopisu Fermatovi z 29.VIL.1654 o tom piSe (pfelozeno podle
(3]): To tedy byl jeho veliky skanddl, ktery ho primél domyslivé Fici, Ze poucky
nejsou stalé a Ze se aritmetika myli: vy ale jist€ snadno uvidite duvod podle
principid, k nimzZ jste dospél.
(Voila quel était son grand scandale qui lui faisait dire hautement que les
propositions n’etaient pas constantes et que l’arithmétique se démentait: mais
vous en verrez bien aisément la raison par les principes ou vous étes.)

24V ugebnici [1] nemtZe byt tloha na tomto misté feSena v pivodnim
zadani, protoZe je$t& neni vyloZena nezdavislost ndhodnych jevi.
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Reseni tlohy 2.90 je vlastné prvnim tvrzenim rytife de Méré:

Jak velké musi byt n, aby pravdépodobnost, Ze Sestka padne
nejpozdéji v n-tém hodu kostkou, byla vétsi nez 1/2 ¢

Z historického hlediska jesté poznamenejme, ze Pascalovi a Fer-
matovi se tento problém rytire de Méré asi jevil prili§ jednoduchy
a v jejich korespondenci se reSeni této ulohy viibec neobjevuje;
celou zalezitost vyridil Pascal jiz citovanou poznamkou ve svém
dopisu ze dne 29.VII.1654 a déle uz se jejich ,pravdépodobnostni®
korespondence tykala pouze Glohy o rozdéleni sazky. Huygens ve
svém spisu De ratiocinits in ludo alee odvozuje prvni tvrzeni ry-
tire de Méré a resi spravné i tlohu pro dvé kostky, nepouziva
k tomu ale nerovnosti (1), nybr# postupuje ,experimentalné®?°:
pri hazeni jednou kostkou pocitd postupné pravdépodobnosti, ze
aspon jednou padne Sestka pri jednom, dvou, tfech a ¢tyrech ho-
dech kostkou, pti hdzeni dvéma kostkami pocita postupnépravdé-
podobnosti, ze aspon jednou padnou dveé Sestky pri jednom, dvou,
Ctyrech, osmi, Sestnécti, ctyriadvaceti a pétadvaceti hodech dvéma
kostkami?®,

Z matematického hlediska nic nebrani tomu, aby studenti resili
tlohu rytire de Méré v plném rozsahu v té podobé, v jaké
ji resili Pascal s Fermatem a Huygensem; domnivame se, ze
védomi historickych souvislosti by pro nékteré studenty mohlo byt
zajimavym motiva¢nim prvkem.

3. Dalsi \iloha o kostkach

Mezi tulohy, které uz byly v poloviné 17. stoleti rozpracovany,
patfi napr. otdzka, kolika zpisoby muze pii hodu dvéma kostkami
padnout soucet rovny 2, 3, ..., 12 a kolika zplisoby mize pti hodu
tfemi kostkami padnout soudet rovny 3, 4, ..., 18. Tuto tlohu?”

25pteklad ptivodniho Huygensova textu lze nalézt v [2].

26 Autor piispévku si dovoluje na zéklad& vlastni pedagogické zkuSenosti
vyslovit podezieni, Ze nékteri studenti dodnes davaji pfednost reSeni experi-
mentalnimu pfed feSenim nerovnice (1).

27Zabyval se ji napf. Hieronymus Cardano (1501 - 1576) a Galileo Galilei
(1564 - 1642) (podrobnosti lze nalézt napf. v kniZce L. E. Majstrova Teorija
verojatnostej. Istoriceskij oderk. Nauka, Moskva 1967 (existuje i anglicky
preklad)).
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zajimavym zptisobem zobecnil Jakob Bernoulli a protoZe se jeji
varianta objevuje i v uéebnici [1] jako Gloha 2.35 na str. 102 Urcete
soucet, ktery p7i hodu 8 kostkami padne nejcastéji, budeme se ji
nyni vénovat.

Bernoulli fesi nésledujici tlohu: hazime n kostkami; kolika
zpusoby miiZe padnout soulet rovny k, kde n < k < 6n ? Na
zdkladé postupného rozboru situaci pfi hézeni jednou, dvéma,
... kostkami, které zapisuje do vhodné usporddané tabulky (viz
déale), dospivd Bernoulli k rekurentnimu postupu feSeni ulohy,
ktery bychom mohli formulovat takto:

Ozna¢me Z(n, k) pocet zplisobti, kterymi pri hodu n kostkami
miZe padnout soucet rovny k, pficemz Z(n,k) = 0 pro k < n
nebo k > 6n. Pak

6

Z(n,k)=> Z(n-1,k —i).

1=1

Zékladni mySlenka tohoto vzorce je jednoduchd: ma-li na n
kostkach padnout soucet k, musi na n—1 kostkach padnout soucet
mensi o 1 nebo o 2 nebo ... nebo o 6 a kazda z chybéjicich hodnot 1,
2, ..., 6 na posledni kostce miize padnout pouze jednim zptisobem.

Postupny vypocet hodnot Z(n, k) 1ze snadno provést v tabulce,
ktera je pripojena na konci kapitoly a predstavuje zjednoduSenou
verzi tabulky Bernoulliovy. V hlavi¢ce tabulky je uveden soucet k,
v legendé tabulky je uveden pocet kostek n a v polickach tabulky
jsou uvedeny prislusné hodnoty Z(n, k).

Vytvoreni tabulky je jednoduché.

I/ Prvni tadek tabulky je zfejmy, protoZe pfi hdzeni jednou
kostkou muize padnout kazda z hodnot 1, 2, ... , 6 pravé jednim
zpusobem.

II/ Zndme-li (n — 1)-ni fadek tabulky, pak n-ty fadek ziskame
takto: ¢islo v k-tém sloupci n-tého raddku je rovno souctu cisel
v Sesti sloupcich vlevo od k-tého sloupce v (n — 1)-nim fadku,
pricemz prazdnd policka v tabulce nebo neexistujici policka vlevo
od prvniho sloupce tabulky bereme jako nuly.

Uvedeny postup feSeni je (jako kazdy rekurentni postup) pro
vy$$i hodnoty n, k pracny a zdlouhavy, ale je univerzalni a po
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formalni strdnce natolik jednoduchy, Ze jednodussi postup reSeni
dané tlohy asi nelze nalézt; proto jsme povazovali za vhodné
vénovat mu zde pozornost.

k
n|1]2[3[4]5]6 [ 7[8]9]10]11 |...
1j1j1j1(1]1]1
2 112(3|4(5 |6 1|54 3 2
3 1136|1015 21|25 | 27 | 27
4 11410 (20 |35]| 56| 8 | 104
5 15 |15(35|70| 126 | 205
6 1 | 6 | 21|56 126 | 252

Tabulka k Bernoulliovu feseni ilohy o kostkach
4. Zavér

Ucebnice [1] (a asi i dalsi u¢ebnice) poskytuje nejednu moznost,
jak vyklad doplnit (zpestfit, rozsifit) upozornénim na historické
souvislosti probirané latky; na dvé z téchto moznosti jsme zde
upozornili. Je samoziejmé otdzkou, nakolik lze téchto moznosti
opravdu vyuzit ve tridé, autor vSak optimisticky doufa, Ze se to
snad nékdy nékomu mize hodit.
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