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O NASOBENI RAD (2)

JIR{ VESELY

4. Holder ¢ Cesaro? Historie sc¢itaci metody svazané s ,me-
todou aritmetickych priméri“ je pomérné dlouha a je vroubena
opravdu zvuénymi jmény. Poznamenejme, Ze jiz i LEONHARD EU-
LER (1707 — 1783) do jisté miry rozeznaval konvergentni a diver-
gentni rady, uzival vSak v pestré smésici oboje. Tak napt. odvodil
rovnosti

(7) 1/4=1-2+4+3-4+4---, -1=14+2+4+4+8+:-:-,

pricemz dosazoval do vhodné mocninné rfady podobné jako drive
Grandi. Druhou rovnost z (7) dostal dosazenim z = 2 do geomet-
rické rady (4). Euler si téZ uvédomoval, Ze ,nesikovné zachazeni®
s fadami vede k rozporim, byl vSak presvédcen, Ze pri¢ina ne-
lezi v fadach samotnych, nybrz v nedokonalosti metod sc¢itani.
Jeho predstavy dolozime opét citatem (...) kaZdd fada must mit
urcitou hodnotu. Abychom se vyrovnali se v§emi pFi tom vznika-
jicimi obtiZzemi, neméla by se tato hodnota nazyvat soucet. K to-
muto oznaceni se vaze jeho chdpani jakozto vysledku skutecného
s¢itdni, coZ mneni mozné u divergentnich rad. Eulerovym idealem
bylo prirfadit kazdé radé jakysi zobecnény soucet a zdanlivé ,ab-
surdni“ rovnosti (7) jsou dusledkem jeho presvédéeni, ze soucet
kazdé tady je hodnotou toho konecného vyrazu, jehoZ rozvinutim
prislusna rada vznikd (1745, v dopise CHRISTIANU GOLDBACHOVI
(1690 — 1764)). Toto je tzv. Euleriv princip. Nésledujici lemma
dokazal Cauchy opét v knize [Cal] z r. 1821.

Lemma 1. Necht posloupnost {z,} konverguje k x. Potom pro
posloupnost y, := (z1 + 2 + - -+ + x,)/n plati lim, o0 yn = =,
tj. Yn — .

Diikaz. Pro dikaz konvergence y,, — x stac¢i zfejmé ukézat, ze

T, — T - -
yn——:v:(l )+ (2> :;)+ +(@n x)——>0pron——>oo,
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tedy analogické tvrzeni pro posloupnosti konvergentni k 0. De-
finujme proto 2z, := z, — x. Pak 2z, — 0 a sta¢l ukdazat, zZe
(z1 + 22+ -+ 2)/n — 0 pro n - 0. Pro n > k odhadneme

atzt ot |21 + - + 2] N |2k41| + - + |2n]

(8) <

n n n

K &islu € > 0 lze zfejmé nalézt k£ € N tak, Ze |z,| < €/2 pro
n > k. Nyni volme [ tak, aby platilol > k a pro n > [ byl prvni
¢len na pravé strané (8) odhadnut €/2. To je mozné s ohledem na
1/n — 0. Pak plati pro n > {

n—=k
n

21 t+22+ -+ 2,
n

+

< <

N
N

a tvrzeni je dokazano.

Jelikoz je soucet rady definovdn pomoci limity, lze na Lem-
matu 1 zaloZit také i s¢itaci metodu. Toto poviimnuti patrné po-
chazi ve specidlnim pripadé divergentni fady s periodicky se opa-
kujicimi ¢leny od DANIELA BERNOULLIHO (1700 — 1782) z r. 1771.
Slo o fady typu Y ax, kde pro viechna k € Ny plati pro jisté pevné
volené p € N rovnost ax4+p = ax a zaroven ap + -+ + ap—1 = 0.
Dalsi zasluhy na konstituovani séitaci metody, zaloZené na tomto
tvrzeni, mél JEAN DE LA ROND D’ALEMBERT (1717 — 1783) praci
z r. 1768 a téz JOSEPH LUDWIG RAABE (1801 — 1859) ¢lankem
z r. 1836, v némz urcil metodou aritmetickych primeéri apliko-
vanou na posloupnost ¢asteénych soucti mj. ,soucet* pro fadu
> (—1)*. Poznamenejme, 7e {s,} = {1,0,1,0,...} je posloupnost
¢asteénych souctl fady Y (—1)* a Ze plati

S14 -+ Sn

Yn = -
n

N | =

Postup souvisi s Lemmatem 1. Nyni jsme jim pfifadili jisty
,zv1astni soulet” divergentni fadé S (—-1)* =1—-1+1-1+...,
ktery se shoduje s hodnotami obdrzenymi vyse.

V obecnéjsi podobé jakozto explicitné popsana scitaci metoda
nalezi tento pristup GEORGU FROBENIOVI (1849 — 1917), ktery téz
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ukézal souvislost této s¢itaci metody s jinou metodou, objevenou
Abelem. Do plejady zndmych jmen v této souvislosti patri i LEO-
POLD KRONECKER (1823 - 1891) (1876), OTTO LUDWIG HOLDER
(1859 — 1937) (1882) a ERNESTO CESARO (1859 — 1906) (1890).
Vyse uvedené Lemma 1, které dokdzal Cauchy, dokazuje regqularitu
této metody, kterd je zndma pod jménem Cesarova scitaci metoda.
Jak bylo pozdéji, jiz vSak ve 20. stol. dokdzano, Cesarova me-
toda dava shodné vysledky s metodou navrzenou Holderem. Aniz
bychom do hloubky obé tyto metody rozebirali (v tomto jedno-
duchém pripadé splyvaji), dokazeme si elementarné, jinym zpuso-
vratil divergentni fady z opovrhované sféry matematické mystiky
zpét do oblasti ,pocestné matematiky“. Ctenafe, ktery by chtél
hloubéji proniknout do srovnani Cesarovy a Holderovy metody,
odkazujeme na [Kn)].

5. Opét Cauchyho souéin. Jiz jsme si predvedli Cauchyho pri-
klad, ktery ukézal, Ze Cauchytv soucin dvou neabsolutné konver-
gentnich rad konvergujicich k souc¢tiim s, ¢, mize divergovat. Nyni
si dokdzeme, Ze i pres tento fakt je pomoci zminéné s¢itaci metody
sé¢itatelny k ,ocekavané“ hodnoté st.

Lemma 2. Necht {z,}, {yn} jsou konvergentni posloupnosti

a necht plati z,, = z, y, — y. Potom pro

woyn+x1yn—l+"'+zny0
23 , n€EN,

plati lim, oo Uy, == Y.
Dikaz. Nejprve budeme trochu pocitat. Jelikoz y, — vy, je

posloupnost {y,} omezena a existuje tedy K < oo tak, Ze pro
vSechna n € Ny plati |y,| < K. Déle je

_ ToYn + T1Yn—1 + -+ TnYo

Un

n+1
__(wo—z + @)y + (z1—T+T)Yna+. ..+ (EZn—z+z)yp
B n+1 N
_(zo—2)yn+(T1 —T)Yn—1 +...+ (Tn — T) Yo "
B n+1

+$yn+yn—1+"'+y0.
n+1
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Oznaéme 2, = z, — . Potom z, — 0 a v posledni rovnosti
prvni zlomek vpravo mizeme lehce odhadnout a obdrzet pomoci
Lemmatu 1

20Yn + 21Yn—1 + - + ZnYo |Zol + -+ |za]

n+1 SR n+1 0.
Celkové dostavame, opét s prihlédnutim k Lemmatu 1
. ZOyn'I'zly?;—i’;""*'znyO +wy0+y;':_'1"+yn —
¢imz je tvrzeni Lemmatu dokazéano.
Definice 2. Pro fadu Y a; definujme opét s, = Y ,_oak a

polozme
So+S81+- -+ 8n

(C)-E Gy 3= nler;o T ,
pokud existuje limita na pravé strané rovnosti. Cislo (C)->_ a,, pak
nazyvame cesarovsky soucet (téz (C)-soucet) fady > ak.

Véta (Cesaro 1890). Necht > ar = s a » by = t jsou
konvergentni Fady a necht ) ¢, je jejich Cauchyiv soucin. Potom
plati

(9) (G- o =5 ;

Predchazejici véta rikd jinymi slovy to, ze Cauchytv soucin
dvou konvergentnich rad je vzdy scitatelny Cesarovou metodou
aritmetickych pramérd (prvniho fadu) ke ,spravné“ hodnoté.
Zaroven odtud plyne, Ze pokud ) ¢, navic konverguje, konverguje
rovnéz k o¢ekavané ,spravné“ hodnoté st. Poznamenejme jesté pro
tplnost, ze FRANZ MERTENS (1840 — 1927) dokazal jiz r. 1875,
ze pro konvergenci Cauchyova soucinu konvergentnich rad staci,
jestlize je alespon jedna konvergentni absolutné; viz téz JOHAN
LUDWIG WILLIAM VALDEMAR JENSEN (1859 — 1925) r. 1879.

Dikaz. Pti Gpravach budeme postupovat podobné jako jsme
postupovali pri dikazech predchazejicich lemmat. Ozna¢me opét

n n n
E ag = 8, , E bp=t, a E En = T
k=0 =0 m=0
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Pro vétsi ndzornost si pripravime nasledujici schéma, ve kterém
jsou rozepsany viechny mozné souéiny ¢lenti obou fad. Cleny Cau-
chyova soucinu tvori soucty na ,vedlejSich diagonalach“ schématu.

aobo a0b1 a0b2 a0b3 6 g
ay bo a1b1 albz a1 b3 S0
a2b0 (45) bl a2b2 ao b3 . o

Potom plati (sledujte na schématu)

vo = Sobo ,

v1 = Sob1 + s1bo ,

Un = SObn + Slbn—l Faez SnbO )
z ¢ehoz snadno obdrzZzime seétenim
(10) Vo + V1 + -+ Up = Sotn + S1tn_1+ -+ Spto .

Nyni délime (10) ¢islem (n + 1) a uvazime, Ze pro posloupnosti
CasteCnych souctli plati podle Lemmatu 2
Vo+v1+ -+ Un

(Sn = 8, th = t) = oo — st

¢imz je véta o cesarovské sCitatelnosti Cauchyova soucinu doké-
zana.

Dalsi poznatky o sc¢itatelnosti nalezne ¢tenar v prehledné po-
dobé v [Kn] ¢i [Ve3]. Pomérné obsahly vyklad historického vyvoje
obsahuje [Kli]. Definitivnim tspéchem v dal3i etap& vyvoje s¢ita-
cich metod byl vysledek LEOPOLDA FEJERA (1880 — 1959), ktery
r. 1903 ve [Fe] dokézal, Ze Fourierova rada spojité 2m-periodické
funkce na R je s¢itatelna cesarovskou metodou k této funkci, i kdyz
muze v mnoha bodech divergovat.
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