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CO JESTE NEVIME
O PRIROZENYCH CISLECH (4)

aneb

Neékteré slavné hypotézy

EDUARD FUCHS

8. Prvocéiselna dvojcata

Ve druhé poloviné 20. stoleti byly vyreSeny nékteré slavné pro-
blémy, s nimiz se matematikové potykali mnohdy celd staleti. JiZ
ve druhém pokracfovani jsme se zminili, Ze v r. 1995 byla dokazéana
tzv. Velka Fermatova véta a jiz dfive byla rozieSena hypotéza
kontinua! a problém &ty¥ barev?. Piesto dodnes zlistava — a
to 1 v teorii ¢isel — mnoho nevyreSenych problémii, které odolavaji
vSem pokusim o jejich zdolani. Formulace mnohych z nich je pri-
tom az prekvapivé jednoducha. Zminme se tedy na zavér naseho
seridlu alesponi o nékterych.

Jak znadmo, prvociselnym: dvojcaty rozumime takova prvocisla
a, b, jejichz rozdil je 2. Ctenar si jisté okamzité vybavi napiiklad
prvodisla 11, 13 nebo 29, 31. Dobfe zapamatovatelna prvociselna
dvojcata jsou napriklad

1000000000061 a 1000000000063.

1Tato hypotéza, kterd byla asi nejslavnéj§im matematickym problémem
20. stoleti, se tykala toho, zda existuje mnoZina, kterd ma vét$i mohutnost
neZ mnozina vSech prirozenych &isel, aviak mensi neZ mnoZina vSech redlnych
¢isel. V r. 1963 dokazal americky matematik Paul COHEN (nar. 1934), Ze tuto
hypotézu nelze v Zermelo-Fraenkelové teorii mnoZin ani dokdzat ani vyvratit.

2Problém z teorie grafii, ktery se — obrazn& fefeno — tykal toho, jaky je
nezbytny pocet barev, s nimiz vysta¢ime pri vybarvovani ,,jakékoliv* politické
mapy tak, Ze sousedni izemi budou vybarvena rozdiln&. (Presna formulace
oviem vyZaduje precizaci uvedenych pojmt.) V r. 1976 bylo dokazano, Ze staci
¢tyti barvy. K dikazu bylo zdsadnim zptsobem vyuZito pocitaca.
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I pfi hledani novych prvoéiselnych dvojcat v poslednich letech
sehrava zasadni roli vypocetni technika. Tak se naptiklad v r. 1995
podarilo najit prvociselnd dvojcata

570918 348 x 10120 + 1,

kterd maji 5129 ¢islic. Nejvétsi dosud zndma prvociselnd dvojcata
objevil 17. 1. 1999 francouzsky elektroinzenyr Henri LIFSCHITZ
(nar. 1948). Jsou to ¢isla

361700055 x 239920 41

kterd maji 11 755 cifer.

Prestoze se vSak prvociselnd dvojcata vyskytuji prakticky v ce-
lém dosud probadaném tuseku prirozenych cisel, neni dodnes
znamo, zda je jich koneé¢né nebo nekoneéné mnoho. Mezi
zndmymi predpovédmi pfitom panuji zna¢né rozpory, nebot in-
dicie naznacuji zcela rozdilné vysledky.

Jistou ndpovédou by naptiklad mohla byt nésledujici skutec-
nost. Vime, Ze tzv. harmonickd fada ) .., = diverguje, tj. ke
kazdému kladnému c¢islu A > 0 existuje takové prirozené Cislo
ng, Ze

no
1 1 1 1
Yo o=l+s4 o+t —>A
—n 2 3 no

X kX

Dovolme si nyni kratkou odbocku. Skuteénost, Ze harmonickd
rada diverguje, je vSeobecné znama a sdéleni tohoto faktu nechéva
studenty pri predniSce z matematické analyzy zcela chladnymi.
Pti vhodné interpretaci vSak je tato okolnost pfimo ,,désiva“.

Predstavme si secku o délce rovné napriklad vzdéalenosti nasi
Zemé od nejblizsi hvézdy mimo na$i sluneéni soustavu, coz —
jak zndmo — je vice nez 4 svételné roky. Divergence harmonické
rady znamend, ze kdyz za¢neme tuto Gsefku pokryvat postupné

se¢kami, z nichz prvni bude dlouhd 1mm, druhd i mm, tietf

smm atd., pak koneénym poltem t&chto tsetek uvedenou

vzdalenost k Proximé Centauri pokryjeme.
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Kolik by téch dsecek ovsem mélo byt — jak za okamzik uve-
deme — nelze dost dobre viibec vycislit. Popisovany priklad nam
vSak poslouzi k dokumentaci dvou na prvni pohled nesouvisejicich
fakti. Predevsim si mizeme opétovné uvédomit, jak odvazného
kroku se dopoustime, kdyz ve vyucovani bézné a bez rozpakl ho-
vorime o souctech celych nekonecnych (naptiklad geometrickych)
rad. Vlastnosti harmonické rady soucasné dobre ilustruji zcestnost
v posledni dobé ¢astych nazori, ze role matematiky klesa, nebot
,poclitat® za nas budou pocitace a zatézovat zaky néjakou ,teorii“
je tak v podstaté zbytecné. Divergentni rada totiz roste tak ,po-
malu“, ze ani sebelepsi pocitace dodnes ,nepoznaji“, ze tato rada
nemé koneény soucet. Zadny dne$ni superpoéitaé nedovede seéist
ani tolik ¢lent, aby dosahl napriklad mezisouctu 20. Jinak receno,
zadny pocita¢ nepoznda, ze skladanim vySe uvedenych kratkych
tseCek miize dosdhnou délku 20mm. Jak by tedy mohl , dohléd-
nout® az k nejblizsi hvézdé!

Xk %

Zatim jsme vSak ani nenaznadili, jak harmonicka rada souvisi
s problémem prvociselnych dvojc¢at. Nyni to tedy napravime.

Vybereme-li z harmonické rady nékteré Cleny, mtze tato vy-
brand rada divergovat i konvergovat. Napriklad rada

2n 2 4 6 8
n=1
diverguje, zatim co rada

Z —+ Ll 1
) 8 16

jak zndmo konvergUJe, nebot je to geometrickd fada s kvocientem
1/2.

Nyni jiz mizeme zformulovat jeden vyznamny rozdil mezi po-
sloupnosti (p,)52, vSech prvocisel a posloupnosti téch prvoéisel,
kterd tvoii prvoéiselna dvojéata. Rada

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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utvorend pomoci vSech prvodisel diverguje. Kdyby divergovala i
rada
1 1 1 1 1 1 1 1 1 [
stststrtat ittt
v niz se ve jmenovateli postupné objevuji vSechna prvociselnd
dvojcata, existovalo by samoziejmé prvociselnych dvojcat neko-
ne¢né mnoho. Jak v8ak ukédzal BRUN, tato fada konverguje. Urcit
jeji soucet, jemuz se fikd Brunova konstanta, je velmi obtizné.
V r. 1974 urdili D. SHANKS a J. W. WRENCH jeji pfibliznou hod-
notu 1.9021605 - - - , v Gtnoru 1999 ji zptesnil Thomas NICELY?® na
1.9021605823 - - - .

Co lze vydedukovat z konvergence druhé z uvedenych rad? Sa-
moziejmé by tato fada méla koneény soucet (a tedy konvergo-
vala), pokud by prvoéiselnych dvojcat bylo pouze kone¢né mnoho.
I kdyby jich vsak bylo nekone¢né mnoho, je zrejmé prechod od
vSech prvocisel k prvocéiselnym dvojcéatim vyraznéjsim kvalitativ-
nim zlomem neZ prechod od prirozenych ¢isel k prvocislim.

Jestlize pravé uvedeny fakt naznacuje, ze prvociselnych dvojcat
by mohlo byt pouze kone¢né mnoho, jiné skutecnosti ¢i hypotézy
napovidaji opak.

Z tzv. zdkladni véty o prvocislech plyne, ze kdyz n je ,velké“
prirozené cislo, pak pravdépodobnost toho, Ze prirozené cislo
1 < z < n je prvocdislem, je priblizné ﬁ—ﬁ Cim vétsi je &islo n,
tim lep$i aproximaci pritom uvedeny vztah udava.

Na rozdil od tohoto tvrzeni, které je dokazano*, jsou nasledu-

jici tvahy o prvocislech pouze hypotézami. Tyto hypotézy vSak

3Nicely k tomuto zpresnéni vyuzil v8ech prvoé&islenych dvoj&at az do fadu
1.5 x 1015, P¥i t&chto vypo&tech objevil chybu procesoru Intel Pentium.
Tim jen ilustrujeme fakt, ktery jsme uvedli jiZ v minulém pokrafovani:
zdanlivé samoudelna hledani velkych prvocdisel a jiné analogické &innosti dnes
pomdéhaji, kromé& jiného, i pfi testovini hardwaru a softwaru.

4Popsany vztah predpovédél jiz v r. 1798 francouzsky matematik Adrien-
Marie LEGENDRE (1752 — 1833). Ditikaz v8ak provedli aZ v r. 1896 nezéivisle na
sobé belgicky matematik Charles Jean de la VALLEE-POUSSIN (1866 — 1962)
a francouzsky matematik Jacques HADAMARD (1865 — 1963).



Co JESTE NEVIME O PRIROZENYCH CISLECH (4) 197

byly ovéfovany naroénymi pocitatovymi testy, v nichZ prozatim
dokonale obstaly.

Zvolime-li pfirozené Cislo z tak, ze 1 < z < n, je pravdépo-
dobnost toho, ze x i x + 2 jsou prvodisla, pfiblizné ‘('fan)g Jinak
feCeno, v intervalu < 1, n > lezi priblizné mlm-f dvojic tvoricich
prvoéiselnd dvojcata. Jestlize vSak Cislo z z intervalu < 1, n >je

prvocislo, stoupne pravdépodobnost toho, ze i  + 2 je prvodislo,

z hodnoty (lnr':z)Q 08 (1.3(21(3]?;2)3_)%

Pritom plati, ze
n
lim —— = o0,
n— o0 (ln n)2
coz by zase naznacovalo, ze prvociselnych dvojcat je asi nekone¢né
mnoho.

Jakkoliv jsou tyto uvahy nedokizané, panuje zna¢na shoda
mezi jejich predpovédmi a skutecnosti. V nasledujici tabulce pro
zajimavost uvadime nékolik intervalt o délce 150 000. Ve sloupci P
je pocet predpovézenych a ve sloupci N skuteéné nalezenych

prvociselnych dvojcat.

Interval P N

(100000 000, 100 150 000) 584 601
(1000000000, 1000150 000) 461 466
(10000 000 000, 10 000 150 000) 374 389
(100 000 000 000, 100 000 150 000) 309 276
(1000 000 000 000, 1 000 000 150 000) 259 276
(10000 000 000 000, 10 000 000 150 000) 221 208

(100 000 000 000 000, 100 000 000 150 000) 191 186
(1000 000 000 000 000, 1 000000 000 150 000) 166 161
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9. Goldbachova hypotéza

Némecky pravnik, prusky velvyslanec v Rusku a matematicky
samouk Christian GOLDBACH (1690 — 1764), ktery se v matema-
tice zabyval predevsim teorii ¢isel, zformuloval dne 7. 6. 1742 v do-
pise Eulerovi hypotézu, Ze kaZdé prirozené cislo n > 5 je souctem
nejuyse tri prvocisel. Euler mu obratem odpovédél, ze toto tvr-
zeni je ekvivalentni s tim, ze kaZdé sudé n > 2 je souctem dvou
prvocisel. Této Eulerové formulaci se dnes fika Goldbachova hy-
potéza. (Jejim dusledkem je tzv. terndrni Goldbachiv problém:
kazZdé liché cislo n > 7 je souctem tri prvocisel).

Uvedena Goldbachova hypotéza nebyla dodnes, pres nesmirné
usili mnoha generaci matematiki, ani dokdzéna ani vyvracena.
Mimoradné obtiznymi metodami bylo dokdzano jen nékolik dil¢ich
vysledki.

V r. 1937 dokazal rusky matematik Ivan Matvéjevi¢ VINOGRA-
DOV (1891 — 1983) prvni ,definitivni“ vysledek: ezistuje ¢islo ng
takové, Ze kazZdé liché n > ng je souctem tri prvocisel. Z mimo-
radné obtizného dikazu vSak neplynulo, jak velké je ono ¢islo ng.
Odhady ukazovaly, ze mize byt nepredstavitelné velké. Presto
vSak Vinogradoviv vysledek byl zasadnim pokrokem: ternarni
Goldbachliv problém byl vyreSen alespon od jistého — byt ne
znamého — Cisla.

Po témeér dvaceti letech, v r. 1956 dokazal BORODZKIN, zZe
Vinogradovovo &slo ng nepfevyguje hodnotu 33" < 107000000
a v r. 1989 posléze dokéazali CHEN a WANG tuto hodnotu jesté
snizit na ¢islo 1043000

Céstecného pokroku v feSeni Goldbachovy hypotézy dosahl
v r. 1930 rusky matematik Lev Genrichovi¢ SNIRELMAN (1905 —
1938), kdyz dokéazal, ze kazdé , dostatecné velké“ ¢islo je souctem
nejvyse k prvocisel. Jeho metodami vSak nebylo mozno dokézat,
jak velké je ono ¢islo k, odhady ukazovaly hodnotu cca 800000 .
Piestoze od tohoto Snirelmanova vysledku bylo k ditkazu Goldba-
chovy hypotézy nesmirné daleko, presto to byl vyrazny pfinos, ne-
bot bylo alespon dokazano, ze sudé ¢isla jsou sou¢tem takového
poCtu prvocisel, ktery nepresdhne jistou hranici.
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Hodnota Snirelmanova ¢&isla k byla postupné snizovana. Proza-
tim nejlepsiho vysledku dosahl v r. 1995 O. RAMARE: kaZdé sudé
c¢islo lze vyjadrit jako soucet nejvyse Sesti prvocisel.

Soucasné s popsanymi teoretickymi vysledky probihalo — a na-
dale probihd — provérovani Goldbachovy hypotézy na poéitacich.
V r. 1993 potvrdil SINISALO Goldbachovu hypotézu pro vSechna
prirozen4 &isla mensi nez 4 -10!!. Tuto hodnotu pozdéji za pomoci
superpocitace Cray C90 a za podpory mnozstvi pracovnich stanic
zvy$ili Jean-Marc DESHOUILLERS, Yanick SAOUTER a Herman te
RIELE dokonce na 10**. Zatim posledni verifikaci az do hodnoty
4 -10'* provedl v f{jnu 1998 Joerg RICHSTEIN.

10. Waringuv problém

V roce 1770 v praci Meditationes Algebraicae napsal anglicky
matematik a lékaf Edward WARING (1734 — 1798) bez dukazu
nasledujici tvrzeni: kaZdé prirozené cislo je souctem nejvyse deviti
tretich mocnin, nejvyse devatenacti cturtych mocnin a tak ddle.
Pritom nespecifikoval, co rozumi uslovim ,a tak dale“, ani nena-
znacil, jak na svou tivahu prisel. Lze se jen domyslet, Ze uvedeny
usudek zformuloval na zdkladé empiricky ziskanych vysledki pro
relativné ,mala“ cisla.

Béhem doby se se z této ulohy vyvinul nasledujici Warin-
gav problém: ezistuje ke kaZdému prirozenému cislu k takové
prirozené cislo g(k), Ze kaZdé prirozené cislo je souctem nejvyse
9(k) k-tyjch mocnin?

Problém byl mnohem téz8i, nez se zpocatku zdélo. Existenci
¢isla g(k) pro kazdé prirozené ¢islo k dokézal az v r. 1909 David
HILBERT®. Problém ur&eni &isel g(k) vsak ztistal i poté otevien.

Pro treti mocniny je Waringovo tvrzeni pravdépodobné sprav-
né, pricemz jsou znama pouze dvé pfirozend C¢isla, k jejichz
vyjadreni je opravdu nutno vyuzit 9 tfetich mocnin:

23=224+22+ 13+ 13413+ 13 413 +13 413,
239 =4+ 451+ 3P + 32 1+ P + P+ 13 4 1P 4 15,

SDavid HILBERT (1862 — 1943), ndmecky matematik, jeden z nejvétsich
matematikd konce 19. a prvni poloviny 20. stoleti.
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(Kdybychom ovSem pfipustili i tfeti mocniny zapornych cisel,
platilo by napiiklad 23 = 3% + 4 - (-1)3, takZe bychom vystaéili
s péti tfetimi mocninami.)

Az v roce 1986 dokazali spravnost Waringova tvrzeni pro k = 4
Ramachandran BALASUBRAMANIAN, Jean-Marc DESHOULLIERS
a Francois DRESS. Nejmensim &islem, k jehoz vyjadreni skutecné
potfebujeme 19 ¢tvrtych mocnin je 79, nebot

79 =15 x 14 +4 x 2%.

Dalsi znama ¢isla s touto vlastnosti jsou 159, 239, 319, 399 a 559.

Pro dal$i mocniny k£ neni dodnes hodnota g(k) znama. Pred-
poklada se pouze, ze kazdé prirozené Cislo je souctem nejvyse 37
patych mocnin, nejvyse 73 Sestych mocnin a nejvyse 137 sedmych
mocnin.
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