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CO JESTE NEVIME
O PRIROZENYCH CISLECH (3)

aneb
O hledani velkych prvocdisel

EDUARD FUCHS

6. Pro¢ vaubec hledame velka prvodisla

Vime, Ze prvocisel je sice nekone¢né mnoho, jak jsme vSak
uvedli jiz v prvni ¢asti tohoto seridlu, nejen Ze nezname Zadnou
formuli, kterda by ndm postupné umoziovala pocitat vSechna
prvocisla, ale nemame k dispozici dokonce ani formuli f(n), ktera
by v prirozenych ¢islech nabyvala postupné (navzdjem raznych)
prvocéiselnych hodnot, byt ne nutné vSech. (Problémy spojené
s hledanim takové formule jsme vidéli v minulém pokracovani
v odstavci o Fermatovych prvocislech.)

Je vSak ziejmé, Ze hledani stale vétsich a vétsich prvocisel bylo
pro matematiky od davnovéku intelektualni vyzvou. Nema smyslu
se ptat, ,k ¢emu bylo toto hledani dobré“. K ¢emu je ,, dobré“
malovani obrazd, hrani $atht & zdolavani velehor? Koname
mnoho ¢innosti jen proto, Ze jsme lidé obdafeni intelektem a
emocemi, ktefi citi — alespon néktefi z nds — vnitifni potifebu
poznadvat nepoznané, zdolavat nezdolané a sdélovat jinym své
vidéni svéta, své myslenky a obohacovat se navzajem. Kazdy z nas,
kdo sviij Zivot vice ¢i méné spojil s matematikou, proto dobre
rozumi i v této oblasti pohnutkdm na$ich predchidci.

A jak uz nam historie mnohokrat ukazala, ideje a teorie, které
se zpocéatku zdaly jen intelektudlni hrickou bez hlubsiho vyznamu
a bez praktického vyuziti, se dfive ¢i pozdéji ukazaly prinosné
a Casto nepostradatelné v oborech, o nichz v dobé jejich vzniku
nebylo a nemohlo byt ani potuchy. Tak nasla teorie grup uziti ve
fyzice ¢i krystalografii, teorie kvaternioni v kosmonautice a mohli
bychom jmenovat mnoho dalSich prikladi. Podobny osud c¢ekal
1 na zdanlivé zcela neuzitecné hledani velkych prvocisel, ktera
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dnes nachézeji zdsadni vyuZiti napriklad v testovani hardwaru a
softwaru &i v intenzivné se rozvijejici kryptografii.

O né&kterych postupech matematikt drivéjsich obdobi, kdy jesté
nebyla k dispozici vypocetni technika, se miZeme jen dohadovat.
Jiz mnohokréit jsme se zminili o nékterych obdivuhodnych vy-
sledcich Fermata a Eulera. Fermat vyslovil, vét§inou bez dikazi,
fadu pozoruhodnych hypotéz, které o stoleti pozdéji Euler doka-
zal. Mezi takové priklady patfi napriklad hypotéza, ze kaZdé pr-
vocislo tvaru 4n + 1 (n € N), lze jednoznacné vyjddrit jako soucet
Ctverci dvou prirozenych cisel. Euler dokazal, Zze uvedena pod-
minka je dokonce nutnd a postacujici k tomu, aby ¢&islo tvaru
4n + 1 bylo prvodislem. Je velmi pravdépodobné, Ze pravé na za-
kladé tohoto poznatku Euler odvodil, ze 1000 009 neni prvodéislo;
snadno lze ovérit, ze

1000009 = 10002 + 3% = 2352 + 9722.

Hledani velkych prvocisel vSak v dobach, kdy jesté nebyla k dis-
pozici vypocletni technika, rozhodné nebylo snadnou zileZitosti.
Vzhledem k tomu, Ze pro vypocet prvoéisel neni znidma zadna
zdkonitost, zaCala byt v pribéhu staleti studovdna prvodisla jis-
tych tvart ve vire, Ze mezi nimi budpu adepti na nové objevena
prvocisla.

V prvnich dvou pokraovénich jsme se jiZ zminili o tzv.
Mersennovych a Fermatovych prvoéislech!. Kromé nich jsou
studovany jesté napriklad néasledujici skupiny prvoéisel:

o faktorialova prvodéisla tvaru n! + 1,

e eukleidovska prvoéisla tvaru 2-3-5---p+1,

e prvodisla Sophie Germain?, coz jsou takova lich4 pr-
vocisla p, Ze 2p + 1 je rovnéz prvodislo,

e Cullenova prvodisla tvaru n - 2" + 1,

e Woodallova prvoéisla tvaru n - 2" — 1 aj.

1 Pfipomefime, %e Mersennova prvotisla jsou prvolisla tvaru 2P — 1,
Fermatova prvoéisla maji tvar 22° + 1.

2Sophie GERMAIN (1776 — 1831), francouzskd matematitka a filosofka.
Podrobnéji o ni viz v tomto &isle &ldnek H. Durnové, str. 146.
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O zadné z uvedenych skupin dodnes nevime, kolik provocisel
obsahuje, zda je kone¢né nebo nekone¢na. Nejméné nadéjna se jevi
Fermatova prvocisla, o nichz jsme hovorili podrobné v minulém
pokracovani a mezi nimiZz nebylo od 17. stoleti objeveno zadné
dalsi.

Ve vSech uvedenych skupindch jsou vS8ak pomoci pocitaci
objevovdna stale dal$i prvocisla. Pro zajimavost uvedme stav
platny v dobé uzavérky tohoto &isla, tj. v bfeznu 1999.

Vsechna niZe uvedend ¢isla byla objevena v roce 1998, pouze
rekordman v kategorii eukleidovskych prvocisel byl nalezen jiz
v r. 1993:

e faktoridlové prvocislo 6 917! — 1, které ma 23 560 cifer

e cukleidovské prvocislo 2-3-5---24029 + 1

e prvoéislo Sophie Germain 72 021-223630 _1 které m4 7119
cifer

e Cullenovo prvoé&islo 481 899 - 2481899 4 1 o 145072 cifrach

e Woodallovo prvoéislo 151 0232151023 _ 1 které ma 45468
cifer.3

Vsechny tyto vysledky vSak samozfejmé bylo mozno ziskat
pouze za zcela zdsadni pomoci vykonnych pocita¢i. Vratme se
tedy jesté kratce do epochy, kdy pocitace k dispozici jesté nebyly.
V té dobé byl pokrok v této oblasti velmi obtizny a pomaly. Jiz
v minulém pokracovani jsme uvedli, Ze nejvétsi prvocislo ve své
dobé nalezl EULER. Ten v r. 1772 dokazal, Ze prvocislem je Cislo

231 _ 1 =12147483647.

tj. 31. Mersennovo prvocislo

3Pro tplnost a pro ilustraci, jak rychle se v soutasnosti vyvijeji poznatky
v této oblasti, uvedme zlep3eni jednoho vysledku z prvni ¢asti na¥eho serialu.
Na str. 6 jsme uvedli, Ze nejdelsi znamd aritmetickd posloupnost po sobé jdou-
cich prvodisel ma 7 ¢lend. Od té doby byla nalezena 7. 11. 1997 posloupnost
osmi takovych Cisel a v r. 1998 nalezl Manfred TorLIC z Klagenfurtu v Ra-
kousku dokonce posloupnost o 9 a posléze i 10 Elenech. Nejdelsi dnes zndma
aritmetickd posloupnost po sobé jdoucich prvoclisel je tedy tvorena C&isly
100996 972 469 714 247 637 786 655 587 969 840 329 509 324 689 190 041 803 603
417 758 904 341 703 348 882159067 729719 + k - 210, k = 0,1,...,9.
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Dal3i pokrok pfiSel az po témér 100 letech, kdyZ v r. 1867 naSel
LANDRY prvodislo

259 — 1
179951

= 3203431780 337.

Jiz v r. 1876 vSak nalezl Lucas?* prvoéislo 2'%7 — 1, které mé
dokonce 39 cifer. Posledni pokrok v ,predpocitatovém* véku byl
148
uinén v r. 1951, kdy FERRIER naSel prvolislo 2—t1, které ma
44 cifer.

Jiz v témze roce vSak bylo nalezeno pomoci pocitace dalsi
prvocislo o 79 cifrach a definitivné tak skoncila éra samostatnych
poCtart, ktefi pracovali v nejlepS§im pfipadé s mechanickym
poCitadlem. Soucasné bylo ¢im dal jasnéj$i, Ze nejvhodné&jsimi
kandidaty na hledani velkych prvocisel jsou tzv. Mersennova
prvocisla, o nichZ jsme se jiz nékolikrat zminili. Tato ¢isla dnes
hraji ve sledované problematice centralni roli; proto se o nich
zminime podrobnéji.

7. Mersennova prvocdisla

Francouzsky fyzik, matematik a teolog Marin MERSENNE
(1588 — 1648) studoval na jezuitské koleji souasné s Descartem a
poté na parizské Sorbonné (1609 — 1611). Po studiich vstoupil do
klaStera. Dopisoval si s mnoha ucdenci, napfiklad s Galileim, Fer-
matem, Pascalem a dalSimi. Stal se centrem vyznamné parizské
védecké komunity, z niZ se ¢asem vyvinula Francouzskd akademie

(1660).

V Mersennové dobé bylo zndmo, Ze kdyZ n neni prvoéislo,
nemuze byt prvocislem ani éislo 2" — 1. S obracenym tvrzenim
je to v8ak podstatné komplikovanéjsi. Pro prvoéislo n éislo 2™ — 1
muzZe, avSak — jak lze lehce ukdzat — nemusi byt prvocislem.

Z dtvodi, které za chvili uvidime, je dnes obvyklé nazyvat
isla M, = 2™ — 1 Mersennovymi éisly. N&kterd z Mersennovych

4Francois Edouard Anatole Lucas (1842 - 1891), francouzsky matematik.



Co JESTE NEVIME O PRIROZENYCH CfSLECH (3) 133

prvodisel znali jiz stafi Rekové:
M2 = 3, M3 - 7, M5 - 31, M7 - 127, M13 = 8191.

Jiz v souvislosti s dokonalymi ¢isly v prvni ¢asti jsme uvedli,
ze v r. 1603 dokadzal CATALDI, Ze prvodisly jsou ¢isla M7 a Mig.

V r. 1644 vyslovil Mersenne hypotézu, Ze pro n < 258 jsou
prvocisly pravé M,, s indexy

1,2,3,5, 7, 13,17, 19, 31, 67, 127, 257.

(Mersenne na rozdil od dne$ni terminologie povaZoval za prvocislo
i ¢islo 1.)

Jiz jsme uvedli, Ze ¢isla M3, (Euler 1772) a Mj27 (Lucas
1876) jsou opravdu prvoéisla. V r. 1883 odvodil PERVUSIN?,
ze Mersenne zapomnél na index 61; ¢islo Mg, je také prvocéislem.

Prvni chybu v Mersennové seznamu objevil v r. 1903 americky
matematik Frank Nelson COLE (1861 — 1926), ktery na Fijnovém
zasedani American Mathematical Society v New Yorku predvedl,
ze

Mgy =267 — 1 =193707721- 761 838 257 287.

Jak sdm uvedl, hledal tuto faktorizaci celé vikendy po tfi roky.

Pozdéji se jesté ukazalo, Zze v Mersennové seznamu chybéji pr-
vocisla Mgg a Mo7 a nepatii tam sloZené ¢islo Msy57. Prestoze tedy
Mersennova hypotéza byla v fadé pripadi nespravna, neméni to
nic na skutecnosti, ze pravé tato ¢isla se ukazala jako mimoradné
vhodnd pri snahach o nalezeni velkych prvocdisel.

Svou roli zde sehrava rada okolnosti. PredevS§im samoziejmé
skutecnost, ze téchto prvodisel je zfejmé ,relativné dost“, alespon
v tom smyslu, Ze je nestihl naptiklad osud Fermatovych prvocisel.
Pro pocitacovou éru se vSak mimoradné uzite¢nou a priznivou
ukézala jesSté dalsi skutecnost.

Jiz Lucas v roce 1870 odvodil test prvociselnosti Mersennovych
Cisel, ktery jeSté zjednodusil v roce 1930 LEHMER. Tento test
spociva v nasledujicim tvrzeni.

5Ivan Michejevi¢ PERVUSIN (1827 — 1900), rusky matematik.
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TABULKA MERSENNOVYCH PRVOCISEL

1 1
2 1
3 2
4 7 3 - -
5 13 4 1456 ?
6 17 6 1588 Cataldi
7 19 6 1588 Cataldi
8 31 10 1772 Euler
9 61 19 1883 Pervusin
10 89 27 1911 Powers
11 107 33 1914 Powers
12 127 39 1876 Lucas
13 521 157 1952 Robinson
14 607 183 1952 Robinson
15 1279 386 1952 Robinson
16 2203 664 1952 Robinson
17 2281 687 1952 Robinson
18 3217 969 1957 Riesel
19 4253 1281 1961 Hurwitz
20 4423 1332 1961 Hurwitz
21 9 689 2917 1963 Gillies
22 9941 2 993 1963 Gillies
23 11213 3376 1963 Gillies
24 19 937 6 002 1971 Tucker
25 21 701 6533 1978 Noll, Nickel
26 23 209 6 987 1979 Noll
27 44 497 13 395 1979 Nelson, Slowinski
28 86 243 25962 1982 Slowinski
29 110 503 33 265 1988 Colquitt, Welsh
30 132 049 39 751 1983 Slowinski
31 216 091 65 050 1985 Slowinski
32 756 839 227 832 1992 Slowinski, Gage
33 859 433 258 716 1994 Slowinski, Gage
34 1257 787 378 623 1996 Slowinski, Gage
35 1 398 269 420921 1996 GIMPS
? 2976 221 895932 1997 GIMPS
? 3021377 909 526 1998 GIMPS
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Lucas-Lehmertv test. PoloZme S(n) =4, S(n+1) = S(n)*—
Necht p je liché prvocislo. Pak je M, prvocislem pravé tehdy, kdyz
déli ¢islo S(p — 1).

Onou priznivou skutefnosti, o niz jsme se vy$e zminili, je
fakt, Ze tento test je mimorddné vhodny pro programovani, nebot
umoznuje relativné rychlé provérovani, jak jesté uvedeme.

Vyvoj po roce 1951, kdy se tedy do hledani prvocisel zapojily
pocitace — byt z dnesniho hlediska pomalé a nevykonné — rychle
gradoval. Kdyz bylo v r. 1957 nalezeno prvocislo M35;7, které ma
969 cifer, bylo s napétim oc¢ekdvano, kdy padne bariéra 1000 cifer;
takto velkym prvodcislim se zacalo rikat titanska. Tato hranice
padla v r. 1961, kdy HURWITZ nalezl prvni titanské prvocislo
M4423, které ma 1332 cifer.

A vyvoj se nezastavil a prekonaval vSechna ocekavani. Kdyz
pracovnici University of Illinois v r. 1963 nalezli na pocitaci
ILLIAC 2 v poradi jiz 23. Mersennovo prvocislo Mi 213, které
ma 3376 cifer, opatrovali poStu matematického tistavu specialnim
razitkem, které do celého svéta oznamovalo, ze 21213 — 1 je
prvocislo! (Viz obr. 1)

11213 ‘F TR t::' f‘.::’d.p-u-r--,;
2 _] FED- -t .'?A_:f ‘Q

1S PRIME

obr. 1

Do dnesniho dne jiz bylo nalezeno celkem 37 Mersennovych
prvocisel (viz tabulku v8ech dosud znamych Mersennovych prvo-
Cisel na str. 134). Vyznamnou roli v tomto procesu sehrava v po-
slednich letech nadnarodni skupina GIMPS (the Great Internet
Mersenne Prime Search), kterd sdruZuje nékolik tisic nadSenci
z celého svéta, kteri spole¢né pracuji na projektu vyhledavani dal-
Sich prvocisel. Posledni Gispéch tato skupina zaznamenala 27. ledna
1998, kdy jeji ¢len, devatenactilety student kalifornské univerzity
Roland CLARKSON, nalezl po nékolikadenni praci svého osobniho
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pocitace 37. Mersennovo prvocislo M3 21 377. Jeho vypocet proveé-
fil dne 30. 1. 1998 na superpocitaci Cray jeden z intelektualnich
vudct celé skupiny David SLOWINSKI, ktery se vyznamné podilel
na objeveni mnoha prvocisel. Toto prozatim nejvétsi prvocislo ma
909 526 cifer, takze ziejmé stojime pred dalsi bariérou: oc¢ekava se
nalezeni tzv. megaprvodisla, které bude mit vice milion cifer.

Abychom si mohli u¢init alespon ¢astec¢ny obrazek o velikosti
prvoéisel, o nichZ hovofime, uvedme alespon jeden Udaj: kdy-
bychom chtéli ¢islo M3921 377 vysazet ve velikosti 10 bodt, coz je
velikost pisma tohoto textu, bylo by dlouhé 8 556 metri a zabralo
by pfi 35 radcich na strance celkem 2445 stran.

Na zavér jesté struénou poznamku k tabulce Mersennovych
prvocisel. Na poslednich dvou fadcich je v prvnim sloupci, ktery
udava poradi, otaznik. Dosud se totiz nevi, zda mezi 35. a dalSim
Mersennovym prvocislem nejsou néjaka dalsi. ,Mezera“ mezi nimi
je totiz napadné velkd a vSichni adepti v ni dosud nebyli provéreni.
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