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PROMENY SKOLSKE MATEMATIKY
JIRf POTUCEK

Od poloviny 19. stoleti je stredni Skolstvi z hlediska historického
vyvoje povazovano za moderni a dostava se postupné do centra
pozornosti. Je sledovano odpovédnymi statnimi institucemi i ro-
di¢ovskou verejnosti. Skolskd vyuka se od této doby ménila jak
po strance obsahové, tak i z hlediska pouzivanych metod prace.
Pokud sledujeme vyvoj Skolstvi a v§imame si jeho promén, zjis-
tujeme, ze Casové intervaly mezi nimi jsou smérem k soucasnosti
stale kratsi. Kazdy dnesni stfedoskolsky ucitel matematiky jiz mu-
sel reagovat na néjakou reformu jejiho vyucovani, nebo ho to jisté
¢ekd (a pravdépodobné ne pouze jednou za dobu jeho aktivni
sluzby). Ucitelé, zejména ti starsi, se s témito zménami nékdy
neradi ztotoznovali. Velkou roli pfi tom sehravala tradice. Zmény
v metodach prace lze s odstupem c¢asu dosti tézko dokumento-
vat. Ponékud priznivéjsi situace je v oblasti obsahovych zmén,
nebot obsah vyuky je prece jen zachycen v osnovach a ucebni-
cich. Tam najdeme i feSené piiklady a mtiZeme si udélat pomérné
vérnou predstavu o tom, jak a jaké typy tuloh se resily. Obsa-
hové zmény zasdhly vSechny tradi¢ni partie Skolské matematiky.
V tomto ¢lanku nabizim kratkou exkursi do trigonometrie a goni-
ometrie. Nejprve se podivaime na moznosti feSeni obecného troju-
helniku, které méli gymnazialni studenti ve tricatych letech tohoto
stoleti.

Pro teSeni tloh o obecném trojihelniku maji Zaci soucasné
stfedni Skoly k dispozici sinovou a kosinovou vétu. Tento apa-
rat je dostacujici k tomu, aby mohli fesit zédkladni Glohy. Pokud
se vSak podivame do matematicko-fyzikalnich tabulek, které zaci
ve Skole pouzivaji, zjistime, Ze v seznamu uzite¢nych vztahii z ob-
lasti planimetrie a trigonometrie nalezneme vedle jiz zminénych
vét (sinové a kosinové) jesté dalsi vzorce a sice tangentovou vétu
a vzorce Molweidovy (Cagnoliovy). Tyto vztahy se jiz fadu let ve
skolské matematice vétSinou neprobiraji presto, ze patii k zakla-
dim tradi¢ni trigonometrie. Divody, pro¢ byly tyto zalezitosti ze
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Skolské matematiky vypusStény, jsou velmi prosté. Od druhé po-
loviny 19. stoleti se védeckd matematika bourlivé rozviji. Novych
poznatki pribyva podle exponenciely. Nékteré z nich jsou tak za-
sadni, Ze je bylo nutno zaradit do obsahu $kolské matematiky.
Zarazovani novych poznatki pri nezménéné hodinové dotaci pro
matematiku ma pak za nasledek, Ze tradi¢ni partie Skolské mate-
matiky musi byt redukovany. Vyse uvedené vztahy byly proto vy-
pustény (mimo jiné i proto, Ze lze vystacit s jiz uvedenymi vétami
sinovou a kosinovou). Podivejme se, jak 1ze k uvedenym vztahim
dospét a uvedme priklad jejich moZného vyuziti pro feSeni iloh.

Sinovou vétu lze vyslovit napf. takto: Jsou-li a, b, ¢ velikosti
stran trojuhelniku, «, B, 7 protilehlé vnitfni Ghly a r polomér
kruznice tomuto trojuhelniku opsané, pak plati:

b
a ¢ = 21,

sina sinf  sinvy

Toto tvrzeni se ve Skolské matematice obvykle dokazuje. Podle
sinové véty lze tedy napsat:

b sing ) .

- = - = b-sina=a-sinf
a sina

C sin 7y . )

- == = C-slna = a-Ssinvy.
a sina

Sectenim rovnosti na pravych stranich implikaci a jednoduchymi
upravami obdrzime vztah:

b+c sinf+siny
a sina

Po aplikaci vzorce pro prevod souc¢tu goniometrickych funkeci
v sou€in na zavorku na pravé strané rovnosti a s uzitim vztahu
pro dvojnasobny argument ve jmenovateli obdrZime:

b+c 2Sin‘3—‘;lcos-ﬁ—g—1
- =

2

a 2sin % cos
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Pro vnitfni thly trojihelniku a, 3, v plati a = 180° — (8 + 7),
tedy § =5 — %—1 Z vlastnosti goniometrickych funkci plyne, Ze
cos 5 = sin L;”l S pouzitim uvedenych tprav lze nyni prepsat nas
vztah do tvaru:

b+c ZSinL;"IcosL;I
a 2sin & sin 211

Odtud obdrZzime kone¢nou podobu Mollweidova — Cagnoliova

VZOrce:
b+c cos L;l

Y
a Sln2

Cyklickou zadménou muzeme ziskat dalsi vztahy:

a+c cosFL
b sing
a+b cos"‘—;ﬁ
% sin 1

P1i odvozovani tohoto typu Mollweidovych vzorcli jsme scitali
rovnosti:

b-sina=a-sinf
c-sina =a-sinvy.
Jestlize tyto rovnosti odecteme a budeme pouzivat analogické

upravy (viz predchozi postup), obdrzime dalsi typ Mollweidovych
vzorcu:

b—c sinL;"Z
— o
a Cos 3

Dalsi vztahy ziskdme opét cyklickou zdménou:
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Oba uvedené typy Mollweidovych — Cagnoliovych vzorci nyni
pouzijeme k odvozeni tangentové véty. Vyjdeme z jiz odvozenych

vztahu:

Vydélenim téchto rovnosti obdrzime:

b—c tgZ5Y - costr
b+c sin@“g—'Z

(Zde jsme vyuzili rovnosti sin § = cosL“z"l cos & = sin ﬁ—;l)
Predchozi vztah lze nyni upravit do kone¢né podoby tangentové

véty, v niz je obvykle uvadéna:

)

b—c__tgL;—'Z
b+c_tgL“2“l'

Dalsi vztahy dostaneme opét cyklickou zaménou:

b—a_tgﬁ;—a
b+a tghte

c—a tgl3=
ct+a g2’

Podivejme se nyni na jednoduchou tlohu, pfi jejimz reSeni
pouZijeme tangentovou vétu. V trojihelniku ABC jsou dany
velikosti stran a = 12,5 cm, b = 5,3 cm a thel v = 24°15’.
Vypoctéte velikost strany c a zbyvajici vnit¥ni Ghly.

K vypoctu neznamé treti strany trojahelniku by zfejmé sou-
casny stredoskolsky student pouzil kosinovou vétu. Pomoci sinové
véty by vypocetl velikost dal$iho thlu a tfeti (thel by vypocetl
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doplnénim dvou jiz znamych hli do 180°. My budeme nyni po-
stupovat jinak. Pomoci tangentové véty vypocteme velikosti ne-
znamych uhli a a 3:

a-b tget
at+b tgotl
a—>b ; a+[3_t a—[3
atb BT g T~

Nyni jiz mizeme dosadit zadané hodnoty a provést numericky
vypocet hledanych uhli o a 3:

a-B 125-53 2425° 7.2
¢ = 20 799 tegpe — S22 _ D2 o 77059/30" =
89 T 125+53 & 2 178 B
a = B _goeragr 2 ;L B _ rresy30n.

Z této soustavy rovnic pro neznamé thly a a (B hledané uhly
snadno vypocteme. Popsanym postupem obdrzime pro thel a
hodnotu 139°54'3" a pro thel 8 hodnotu 15°50'57". Treti stranu
¢ nyni vypoc¢teme pomoci sinové véty:

b
~ sinp

c sin 7,

po dosazeni
_ 5,3 -sin24°15’
~ sin 15°50'57"
ReSeni piedvedené tlohy uvedenym postupem by bylo pro
studenty dnesni stfedni $koly neobvyklé, nebot neznaji pouzivané
vztahy. Snad ale neni zcela bez zajimavosti, kdyZz se alespon
ti, kteri se o matematiku zajimaji hloubéji, sezndmi i s jinymi
nez dnes uzivanymi postupy. Uvedeny aparat patfil totiz az do
padesatych let tohoto stoleti ke standardnimu vybaveni $kolské
trigonometrie.
V dalsim chci ¢tenari nabidnout nékteré, snad zajimavéjsi,
ulohy z goniometrie, které nejsou tak zcela trividlni, a zptisob

==§ {cni).
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jejich feSeni, jak byl obvykly ve tricatych letech. Mozné Ctenére
obohati o nékteré uzitetné a dnes jiz témér zapomenuté postupy.
Zacénéme nasledujici diikazovou tlohou:

Dokazte spravnost identity:

coszw+cos47r+c0367r— L
7 7 72

Obé strany rovnosti vynasobime dvéma a upravime na tvar

21 4
1+2cos7+2c057ﬂ+2c05677r:0.

Ziskanou rovnost vynasobime a zaroven vydélime vyrazem

sin 2%, ¢imZ dostaneme

27

sm— + 2cos <& . A

sin 37’1+2cos—sm——-+2005——sm7 0
27'_" g -
sin -

7'l'

Soucin 2cos— sin =+ nahradime podle vzorce pro dvojndsobny
argument, funkce sinus, dalsi dva souéiny v zavorce nahradime
s pouzitim vzorcil pro prevod sou¢tu nebo rozdilu goniometrickych
funkci v soucin. Po provedeni zminénych tprav muizZeme nyni
prepsat nasi rovnost takto:

27r 47
7 sin + sin 8 7 sin T — 0
2 -

sin 2

sin 2% T+ sin 4 T + sin 2X

Po provedeni naznacenych operaci v zavorce obdrzime:

sin >+ 7 + sin 8=

sin —7—

Citatele tohoto slozeného zlomku upravime opét s pouZitim vzorce
pro prevod souctu goniometrickych funkci v sou¢in do tvaru

sin 7 cos %
— =0
27

sin 2
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Toto je jiz zfejma identita, nebot sin 7 je rovno nule. Proto je roven
nule i cely zlomek. Protoze k tomuto zlomku jsme dosli z vychozi
identity (jejiz platnost dokazujeme) ekvivalentnimi ipravami, je
tim dokazano, zZe dokazovana identita plati. Vlastni dikaz nyni
spocCiva v obraceni naznaceného postupu.

Podivejme se nyni na dalsi Glohu.

Vypoctéte hodnotu vyrazu

b
T =a-cos2w +b-sin2w, je-litgw = -

Nejprve vyjadiime hodnoty cos2w a sin2w pomoci vzorci
pro dvojnasobny argument. Pak nas vztah ptejde do tvaru z =
= a(cos’w —sin’w) + 2bsinwcosw. Z rozdilu v zévorce vy-
tkneme cos?w a druhého s¢itance budeme délit a zaroven naso-
bit cosw. Pak obdrzime: z = acos® w(1 — tg?w) + 2btgw cos? w.
Nyni vyjadiime cos? w pomoci tgw. Vyjdeme ze zndmého vztahu
cos?w + sin?w = 1. Formalni Gpravou jej lze pfepsat do tvaru:

2 .2
cos” w - sin“ w L. )
cos? w + 5 = 1, ktery piepiSeme déle takto: cos? w+
cos? w
+cos?w - tg?w = 1, neboli cos?w - (1 + tg?w) = 1. Odtud jiz

mizeme vyjadiit, Ze cos’w = ———5—. Ted se miZeme vratit
1+tg°w
k nasemu vyjadieni pro z a dosadit do ného za cos? w:

g = F’:-g_fz . (a(l —tg2w) +2btgw).
Ted jiz zbyva jen za tgw dosadit % a po jednoduchych dpravach
dostaneme vysledek z = a.

Ukazme si ted nékteré zajimavé tlohy o trojihelnicich. Prvni
z nich ndm bude ponékud pripominat Pythagorovu vétu. Je to
nasledujici uloha:

Dokazte, 7e trojuhelnik, v némz plati vztah sin?y = sin® a+
+sin? 3, kde a, B, 7 jsou velikosti jeho vnitinich Ghld, je pravo-
uhly.

Dikaz tohoto tvrzeni lze provést riiznymi zptsoby. Ukazme si
alespon dva z nich.
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V prvnim pripadé budeme upravovat vychozi vztah. Nejprve
jej upravime do tvaru sin?~ — sin?a = sin® 8. Tento vztah je
ekvivalentni se vztahem (sin 4+ sin a)(sin v —sina) = sin® 3. Obé
zavorky nyni upravime pomoci vzorci pro prevod sou¢tu nebo
rozdilu goniometrickych funkci v soucin a dostaneme: 2 - sin %1
~cos 15= - cos 7‘5“ -sin 5= = sin® 3. Jestlize nyni sdruzime goni-
ometrické funkce se stejnym argumentem a pouZijeme vzorce pro
dvojnasobny argument funkce sinus, prejde upravovana rovnost
do tvaru: sin(y + a) - sin(y — @) = sin® 8. Pro vnit¥ni thly v troj-
thelniku plati: v+ a = 7 — 8, tj. sin(y + ) = sin(7r — ) = sin .
Po dosazeni do predchoziho tvaru upravované rovnosti a vy-
kraceni obdrzime sin(y — a) = sin3. Odtud muzeme psat, ze
B=y—a=7—-(y+a) = 2y =7 atedy vy = . Doka-
zali jsme tedy, Ze trojuhelnik, ve kterém plati danad rovnost, je
pravouhly, nebot thel 7 je pravy.

Jiny a snad ponékud jednodussi a kratsi zptisob dikazu vychazi
z platnosti sinové véty. Podle sinové véty muiiZeme napsat: sina =

asinvy bsiny
= . , sinf3 =

. Dosadime-li tyto vyrazy do vychozi
a’sin®y  b%sin’y

e + o2
kréatit vyrazem sin”~y (nebot 7 je vnitini thel v trojihelniku) a
rovnost lze upravit na tvar Pythagorovy véty ¢ = a? + b2. Tim
je nase tvrzeni dokazano.

Posledni tloha o trojahelniku, kterou se chci zabyvat, je diikaz
nasledujiciho tvrzeni, které plati pro kazdy trojihelnik:

Jsou-li a, B, v vnitini Ghly v trojuhelniku, pak plati:
sin acos 3 cosy + cos asin 3 cosy + cos a cos Bsiny =
= sin asin 3 sin .

Budeme upravovat slozitéjsi levou stranu rovnosti a snazit
se prevést ji pomoci ekvivalentnich Uprav do tvaru vyrazu na
pravé strané. Z prvniho a tfetiho ¢lenu vytkneme vyraz cosf:
cos B(sinacosy + cosasinvy) + cosasinfBcosy = cosfsin(a+
+7) + cos asin B cos .

Zde jsme jeSté pri tpravé pouzili jeden ze souétovych vzorcu.
Pro vnitini Ghly v trojuhelniku dale plati: a +v = 7 — 8 =
sin(a + ) = sinB. N&§ vyraz muiZeme tedy dale prepsat do

rovnosti, dostaneme sin®y = . Nyni mizeme
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tvaru: cosfsinf + cosasinfcosy = sinf3(cos3 + cosacos?y).
Analogicky jako jiz bylo vySe provedeno miizeme déle psat: cos 3 =
= cos[r — (a+7v)] = —cos(a + v) = sinasiny — cosacos~.
Za cos  nyni dosadime z této upravy a upravovana leva strana
piejde ve vyraz: sin f(sinasiny — cosacosy + cosacosy) =
= sinasin #sin~y. To je jiz vyraz z pravé strany ptivodni rovnosti,
k némuz jsme méli dospét a dand identita je dokazana.

Toto byly dvé tlohy ukazujici nékteré zajimavé vlastnosti troj-
thelniki, k nimz lze dospét s vyuzitim elementarnich vlastnosti
trojuhelnikil a souc¢tovych vzorcti. Mnoho dalsich zajimavych taloh
s podobnou tématikou nalezneme v dnes jiz ¢asto zapomenutych
sbirkach uloh pro stfedni $koly z konce 19. a prvni poloviny 20. sto-
leti. Nékdy stac¢i alohy preformulovat, aby se staly aktudlnimi,
jindy nabizeji inspiraci pro formulovani tloh novych.
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