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CO JESTE NEVIME
O PRIROZENYCH CISLECH (2)

aneb

Od dokonalych ¢isel k Fermatovym prvoéislim

EDUARD FucHS

3. Dokonala éisla

Jiz starorecti matematikové znali ¢tyri pozoruhodna ¢isla, kterd
je fascinovala. Byla to ¢isla 6, 28, 496 a 8128. V ¢em spocivala
jejich pozoruhodnost?

Kazdé z téchto ¢tyr Cisel je rovno souctu vSech svych vlastnich
délitelt. (Pfipomenme si, ze vlastni délitel ¢isla n je kazdy délitel
mensi nez n.) Skutecné,

6=1+24+3, 28=1+4+2+4+44+74+14 atd.

Tato vlastnost musela doslova uchvatit zejména pyjthagorejce?
kteri ¢islim pripisovali mocné a nékdy doslova mystické vlastnosti.
Cisla s popsanou vlastnosti proto nazvali dokonala.

Prvni, skute¢né mimoradné dilezity vysledek o téchto ¢islech,
odvodil jiz kolem roku 300 pf. n. l. EUKLEIDES v Zdkladech, o nichz
jsme se zminovali jiz v minulé ¢asti tohoto miniseridlu. V IX. knize,
casti XXXVI, dokazal néasledujici tvrzeni:

Kdyz jest dino po Tadé od jednotky nékolik cisel v poméru
jedné ku dvéma, aZ soucet vSech se stane prvocislem, a kdyZ se

ten soucet zndsobi cislem poslednim a vznikne jiné€, vzniklé cislo
bude dokonalé.

1Recky filosof PYTHAGORAS ze Samu (asi 560 - asi 480 pf.n.l.) prohlasil
islo za zaklad a podstatu svéta. U&eni pythagorejcti, filosofické Skoly, kterou
zalozil, bylo tajné a predavalo se jen tstn8. Rad svéta podle nich vznika
spojovanim protikladid v urcitych &iselnych pomérech a jen dodrZovani téchto
pomé&ri zarucuje harmonii. Pro iplnost dodejme, Ze znamou Pythagorovu vétu
znali jiz v Babylonii ddvno pred Pythagorem.
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Jinak feéeno, je-li 1+2+4+ 8+ -- -+ 2™ prvodislo, pak je ¢islo
2"(14+2+4+ 8+ ---+2") dokonalé. Protoze vSak

14+2+4+8+---+2" =21,

muzeme Eukleidiv vysledek zformulovat takto: je-li M, = 2" —1
prvocislo?, je ¢islo P, = M, -(2"1) dokonalé. V pravé zavedeném
oznaceni tedy miiZeme fici, Ze jiz v antice byla zndma dokonala
C¢isla Pz, P3, P5 a P7.

Uvedena Ctyfi ¢isla uvadi ve své ucebnici Arithmétiké eisagoge
(tj. Uvod do matematiky) i NfKOMACHOS z Gerasy, fecky filosof
z prvni poloviny 2. stoleti n. . Tuto ucebnici komentoval zhruba
o 150 let pozdéji IAMBLICHOS z Chalkidy (asi 270 — 330), ktery
jesté 800 let po pythagorejcich pripisoval Cislim rtzné magické
vlastnosti.

Protoze cisla 6, 28, 496 a 8128 maji postupné 1, 2, 3 a 4
cifry, vyslovil hypotézu, Ze pro kazdé prirozené n existuje praveé
jedno dokonalé ¢islo o n cifrach a na poslednim misté se pravidelné
stridaji Cislice 6 a 8.

Prvni ¢ast Iamblichovy hypotézy je nespravné, coz koneckonci
neni prekvapujici. Vychazela totiz z vyhradné preference deka-
dického zapisu d¢isel, ackoliv z Cisté matematického hlediska neni
zadny diivod, proc¢ desitkovou soustavu preferovat proti ostatnim.
Druhé ¢ast Iamblichovy hypotézy je alespon zc¢asti spravna; kazdé
dokonalé ¢islo skutecné konci cifrou 6 nebo 8. Vime dokonce jesté
vice: kazdé dokonalé ¢islo kon¢i (v dekadickém zapisu) budto dvoj-
¢islim 28 nebo cifrou 6, pied niz stoji liché ¢&islo. Cislice 6 a 8 se
vSak pravidelné nestridaji.

Jiz ve stredov&kych rukopisech je zminovano paté dokonalé
islo 33550336 (= Pi3), neni vsak znamo, kdo je objevil.
Dalsi dvé dokonald cisla, Sesté a sedmé, nasSel v r. 1603 PIETRO
CATALDI (1552 — 1626); jejich hodnoty jsou 8 589 869 056 (= P;7)

20znaeni M, souvisi s tim, %e prvolisla tohoto tvaru se nazyvaji
Mersennova. O divodech se vice dozvime v pfi§tim pokracovani.

3Né&kdy je jeho objeveni pfipisovano J. MULLEROVI (1436 — 1476),
zndmému pod jménem REGIOMONTANUS.
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a 137438691 328 (= P9). Vsechna tato Cisla pritom byla tvaru,
ktery uvadél Eukleidés, prestoze ten dokazal pouze dostatec¢nost
vyse uvedené podminky. Ze tyto vysledky byly zakonité, dokézal
az v 18. stoleti, dva tisice let po Eukleidovi, EULER, ktery odvodil,
ze suda dokonala ¢isla jsou pravé ¢isla popsana Eukleidem.

vz e

Toto ¢islo bylo dlouho povazovano za nejvétsi dokonalé ¢islo, které
bylo mozno odhalit?. Jesté napiiklad v roce 1814 napsal anglicky
matematik P. BARLOW ve své knize A New Mathematical and
Philosophical Dictionary, ze toto posledni dokonalé cislo je nej-
vétsim dokonalym cislem znamym v soucasnosti a pravdépodobné
nejvétsim, jaké kdy bude objeveno.

Nalezeni podstatné vétsich dokonalych ¢isel umoznil az nastup
vypocetni techniky ve 20. stoleti. O tom vSak budeme podrobnéji
hovorit v kapitole o hledani velkych prvocisel.

Jesté jsme vSak nevysvétlili jednu véc. VSechna prozatim popi-
sovana dokonala ¢isla byla suda. Jak je to tedy s lichymi doko-
nalymi Cisly?

Odpovéd je dosti prekvapiva: nevime! Jejich existence je
jednim z dosud nevyreSenych problémt a o nalezeni diikazu jejich
existence Ci neexistence panuje dosti velkd skepse. Je pouze znama
rada dil¢ich vysledk, typu:

Liché dokonalé cislo — pokud existuje — musi byt vétsi nez
10290 musi mit alespori 8 prvociselnijch délitelii, z nichZ aspon
jeden musi byt vétsi nez 300 000; je-li mensi neZ 109118 musi byt
delitelné 6. mocninou nékterého prvocisla, atd.

4. Spratelena cisla

S dokonalymi ¢isly tzce souvisi tématika tzv. spratelenych
¢isel. Proto se o nich struéné zminime.

4Presndji feeno, Eulerovym cilem bylo dokazat, zda &islo M3; je prvo&islo.
(O dtivodech téchto snah budeme podrobné& hovofit pozdé&ji.) Dokonalé &islo
P31 pak bylo ,vedlejSim produktem“ tohoto snaZeni.
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Prirozenad ¢isla a, b se nazyvaji spratelend, jestlize soucet vlast-
nich déliteli kazdého z nich je roven druhému z téchto cisel. Prvni
a nejmensi dvojici spratelenych ¢isel tvori ¢isla 220 a 284. Sku-
teéné,

220 =22 x 5x 11, 284 =22 x 71.

Vlastni délitelé cisla 220 jsou tedy 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44,
55 a110 , vlastni délitelé ¢isla 284 jsou 1, 2, 4, 71 a 142 a pfitom
plati

1+24+44+54+10+114+20+ 22+ 44 4+ 55 + 110 = 284,

1+2444 71+ 142 = 220.

Podle jiz zminéného Iamblicha znal tuto dvojici spratelenych
Cisel jiz Pythagoras. Ani Iamblichos vSak jesté nevédél, zda exis-
tuji néjaka jind spratelena Cisla a neznal ani Zzddnou metodu, jak
je pripadné hledat. Zasadni krok v tomto sméru ucinil az arabsky
matematik, fyzik a astronom THABIT ibn Qurra (asi 836 — 901),
ktery podrobné studoval a popsal Eukleidovy poznatky o doko-
nalych cislech a v této souvislosti odhalil nasledujici pozoruhodny
vysledek:

Jsou-li a, b, c prvocisla a pro vhodné n > 1 plati
a=3x2"—1, b=3x2"1—-1, ¢c=9x22"1_1

pak jsou cisla
2"xaxb a 2"xc

spratelena.

Pres diimyslnost Thabitovy formule vSak neni nalezeni dalSich
dvojic podle ni vibec jednoduché, nebot to vyzaduje soucasné
nalezeni tii prvocisel predepsaného tvaru. Thabit sam ostatné
zadnou dalsi dvojici nenalezl. To se podafilo az jinému arabskému
matematikovi, ibn al-BANNOVI, ktery objevil dvojici 17296 a
18 416. Tato ¢isla odpovidaji Thabitové formuli pro n = 4.
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Thabitovy vysledky i uvedend druha dvojice spratelenych ¢isel
vSak upadly v zapomenuti. Jejich znovuobjeveni cekalo témér
800 let na genidlniho Pierra FERMATA (1601 — 1665), o némz
budeme bliZze hovorit v dalsim odstavci. Ten o této dvojici v roce
1636 napsal Marinu MERSENNOVI (1588 — 1648), o némz se jesté
zminime v pristim pokracovani.

O pouhé dva roky pozdéji nalezl René DESCARTES (1595 —
1650) treti dvojici: 9363 584 a 9437 056. Z Thabitovy formule ji
obdrzime pron = 7.

Thabitové formuli pfitom nevyhovuji vS§echny dvojice spra-
telenych ¢isel. Dodnes neni znamo, kolik spratelenych dvojic ji
spliuje, vime vsak, ze pro n < 20000 jsou to pravé jen uvedené
dvojice pron = 2,4 a 7.

Problematice spratelenych ¢isel se intenzivné vénoval jiz néko-
likrat zminovany L. Euler. Nalezl vice nez 60 dvojic téchto cisel
a jeho teoretické vysledky dodnes tvori zaklad dalsich zkoumani.
V pribeéhu 17. a 18. stoleti bylo postupné nalezeno mnoho dalsich
dvojic spratelenych cisel. Vesmés vSak tato cCisla byla velkd —
radové v milionech ¢i miliardach. Proto bylo pro matematickou
verejnost zna¢nym prekvapenim, kdyz Sestnactilety italsky Skolak
Niccold PAGANINI v roce 1866 nalezl dvojici prekvapivé ,malych®
spratelenych cisel: 1184 a 1210.

V soucasnosti jsou spratelenych dvojic znamy tisice véetné
vSech téch, jejichz mensi ¢len nepresahuje jeden milion. Na
Internetu lze prakticky denné nalézt zpravu o rozSireni poctu
téchto dvojic, véetné napiiklad dvojice

3% x 5 x 11 x 528119 x 29 x 89(2 x 1291 x 52819 — 1)

3% x5 x 11 x 5281'9(23 x 3% x 5% x 1291 x 5281 — 1);

kazdé z téchto Cisel ma 152 éislic.

Vime, ze dvojic spratelenych ¢isel je nekone¢né mnoho. VSechny
dosud znamé dvojice jsou vSak tvoreny soudélnymi ¢isly a neni
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znamo, zda existuje dvojice nesoudélnych spratelenych cisel.
Vime pouze, Ze v kladném pripadé by jejich soucin musel byt
vétsi nez 10°7.

Ve vSech dosud zndmych dvojicich jsou obé ¢isla suda nebo
obé licha. Nevi se vSak, zda takové jsou vSechny dvojice. U dvojic
sudych cisel nemiize byt Zadny clen délitelny 3, zndmé dvojice
lichych ¢isel jsou naopak zasadné nasobky 3, neni vSak dokdzano,
zda tomu tak musi byt vzdy. Ctenaii se tedy mohoou pokusit
o nalezeni dvojice ,sudo-lichych“ spratelenych c¢isel. Treba budou
mit podobné $tésti jako v minulém stoleti N. Paganini.

5. Fermatova prvodéisla

PIERRE FERMAT (1601 — 1665) byl jednim z matematickych
génit 17. stoleti. Cely zZivot prozil v jihofrancouzském Toulouse a
jeho nejbliz§im okoli, nikdy dokonce ani nenavstivil Pariz, ackoliv
si s taméjsi védeckou komunitou dopisoval. Nebyl dokonce ani
povolanim matematik, téch ostatné bylo v té dobé nemnoho.
Nevime ani, zda jeho nejbliz§i okoli za jeho zivota tusSilo, zZe
jedna ze zalib ctihodného soudniho rady, pana P. de Fermat,
jak byl nékdy téz titulovan, ho zaradi mezi nejvyznamnéjsi
svétové matematiky vSech dob. S nejvétsi pravdépodobnosti spiSe
ocenovalo jeho vynikajici klasické vzdélani, dokonalou znalost
latiny, rectiny, italStiny a SpanélStiny; tyto jazyky znal natolik
dobre, Ze v nich psal i verSe a na preklady z rectiny byl vyhlasenym
expertem.

Rekapitulujeme-li jeho matematické vysledky, musime se zmi-
nit o tom, ze dosahl vyznamnych vysledkii v matematické ana-
lyze, jimiz pfipravoval ptidu k zalozeni infinitesimélniho poctu
o nékolik desetileti pozdéji; ze spolecné s Descartem polozil za-
klady analytické geometrie a Ze je povazovan za zakladatele
teorie ¢&isel®. Fermatova intuice a jasnoziivost byla opravdu mi-
moradna. (Jednim z nejznaméjsich doklad je tzv. Velka Ferma-
tova véta, tj. tvrzeni, Ze rovnice z" + y™ = 2" nema pro n > 2

50 Fermatovych vysledcich v tomto oboru viz blize napf¥iklad v &lanku
Karla Lepky: Mald Fermatova véta, Utitel matematiky 5(1997),143-150.
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netrivialni celociselné reseni. Diikaz této véty byl po staletich mar-
ného snazeni proveden az v r. 1995.)

vewvs oo

O to zajimavéjsi je nasledujici pripad, v némz se Fermat spletl,
a to naprosto zasadné. Jak k tomu doslo?

Fermat studoval dokonald ¢isla, o nichz jsme hovorili v §3.
Jak jiz vime, souviseji tato ¢isla bezprostfedné s Mersennovymi
prvocisly, tj. prvocisly tvaru 2" — 1. Neni tedy prekvapujici, ze si
Fermat polozil otazku, kdy jsou prvocisly ¢isla podobného tvaru:
2" 4+ 1. Fermat vyslovil nasledujici hypotézu:

disla tvaru F, = 2% +1 prom =0,1,2,... jsou prvocisla.

Jak na tuto hypotézu Fermat prisel? Plati nasledujici evidentni
tvrzeni, které Fermat bezesporu znal (nebo si je odvodil):

Je-li p prirozené a q > 1 liché, plati
2P 41 = (2P + 1)(29(q—1) —9op(a=2) 4 ... _9p 4 1).

Odtud okamzité plyne, Ze cislo tvaru 2™ 4+ 1 mize byt pro
n > 1 prvocislem pouze tehdy, kdyZz exponent n nemd lichého
prvocinitele, tj. je tvaru 2™. Fermat navic spocital pét prvnich
Cisel Fy,:

Fo=3, Fi =5, F, =17, F3 =257, Fy = 65537

a zjistil, ze jsou to vesmés prvocisla. Formulace vySe uvedené
hypotézy se tedy zda naprosto logicka.

Fermat sam nékolikrat ve své korespondenci® uvadi, Ze obecny
diikaz této hypotézy se mu sice nepodarilo nalézt, vénoval vSak
problematice tolik Gsili a provedl tolik namahavych vypocti, Ze
je o pravdivosti této hypotézy zcela presvédcen.

6Své vysledky Fermat — aZ na &estné vyjimky — nepublikoval a zachovaly
se jen v jeho Cetné korespondenci nebo jako vpisky do literatury, kterou
studoval. Za zachovdni vétSiny vysledkid tak vd&fime Fermatovu synovi
Samuelovi (rovnéZ soudnimu radovi v Toulouse), ktery se po otcové smrti
vydani jeho dila intenzivné vénoval.
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Fermat tedy umird v domnéni, ze jeho hypotéza je pravdiva,
ze vSechna d¢isla F},, jsou prvocisla. Dalsi vyvoj byl zajimavy a
v mnoha ohledech poucny.

Fermatovo dilo, alespon v oblast teorie ¢isel, upadalo po jeho
smrti v zapomnéni; zfejmé predbéhl dobu a matematika nebyla
na rozvoj této discipliny pripravena. AZ o necelé stoleti pozdéji
se o definitivni zrod teorie ¢isel zaslouzil nejvétsi matematik
18. stoleti, LEONHARD EULER. Ten fadu Fermatovych vysledki
znovuobjevil, v mnohém na Fermata navazal a jako prvni zasahl
do historie Fermatovych ¢isel F,,, kdyz v r. 1832 dokéazal, Ze €islo
Fy je slozené! Nalezl totiz faktorizaci

Fy = 2% +1=4294967297 = 641 x 6700417.

Tim byla samoziejmé Fermatova hypotéza vyvracena, nebylo
vSak ani zdaleka jasné, jak je to s dal$imi ¢isly F,. (V dalSim
budeme Fermatovym prvocislem rozumét ¢islo F,,, které je prvo-
Cislem.)

Zajem o Fermatova prvocisla vyrazné vzrostl koncem 18.
stoleti, kdy némecky matematik CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 —
1855) odvodil nasledujici prekvapujici souvislost Fermatovych
prvodisel s pravidelnymi mnohothelniky:

Pravidelny mmnohotuhelnik je eukleidovsky konstruovatelny prdvé
tehdy, kdyZ pocet jeho vrcholi je roven cislu

n = 2kP1P2"'Pk )

kde p1,pa, ...,k jsou navzdjem ruznd Fermatova prvocisla.

Odtud okamzité vyplyva, ze pravidelné n-ihelniky jsou euklei-
dovsky konstruovatelné naptiklad pro n = 3,4,5,6,8, 10,12, 15,
16,17,... a nejsou eukleidovsky konstruovatelné naptiklad pro
n=7,911,13,14,....

Protoze Fermatovych prvocisel bylo v onu chvili zndmo pouze
5 (a jak uvidime, tento pocet se dodnes nezvysil), bylo podle
Gausse mozno dokazat existenci eukleidovské konstrukce pouze
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pro 2° — 1 = 31 pravidelnjch mnohothelnikt s lichym poétem
vrcholi.

Dalsi krok v poznavani Fermatovych ¢isel se podarilo udélat az
za 150 let po Eulerovi, v roce 1880, kdy F. LANDRY dokézal, ze
F% je soucinem dvou prvocisel:

Fg =25 +1 = 274147 x 67280421 310 721.

Ani dalsi ¢islo tedy nespliiovalo Fermatovu predpovéd!

A vyvoj byl i nadale k Fermatové hypotéze netprosny. V r. 1897
dokézal FELIX KLEIN (1849 — 1925), ze ¢islo F7 je slozené, nenasel
vSak zZadného délitele. V roce 1909 dokazali analogicky vysledek
pro ¢islo Fg J.C. MOREHEARD a A.E. WESTERN.

Faktorizaci ¢isla F7 se podarilo nalézt az v r. 1970:

Fr = (2°-116 503 103 764 643+1)(2%11 141 971 095 088 142 685+1),

délitele Cisla Fg nalezli BRENT a POLLARD az v roce 1981; je jim
¢islo 1238926 361 552 897.

Abychom mohli docenit jak obtizné bylo uvedené vysledky zis-
kat, staci si uvédomit, jak rychle posloupnost (F,)5_, Fermato-
vych cisel roste.

Podivejme se, jak bychom zjistovali ,standardnimi“ metodami,
zda je napriklad F;, prvocislo. Vime, zZe k tomu staci délit ¢islo F;,
vSemi prvodéisly, ktera nepievysuji ¢islo \/Fy,. Jak dlouho bychom
tedy provérovali napriklad ¢islo Fg?

Cela ¢ast ¢&isla +/Fg ma 39 cifer, takZe lze vcelku snadno
odvodit, Ze pred ¢islem /Fy je cca

1038

s = 10%

38-1n10
prvoéisel. Vzhledem k tomu, Ze rok ma cca 3.2 - 107 sekund,
potfebovali bychom pfi miliardé déleni za sekundu k provedeni
potiebnych vypoctii priblizné 3-10'° let. Jen pro porovnéni: stari
vesmiru odhadujeme na cca 15 - 10° let.
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Pokusme se — pod dojmem pravé uvedenych odhadi —
alespon predstavit, jakymi metodami mohl polsky matematik
WACLAW SIERPINSKI (1882 — 1969) v roce 1962, bez vyuziti vy-
pocetni techniky, dokazat, ze ¢islo Fig45 neni prvocislo. Dekadicky
zapis tohoto Cisla zcela jisté nikdy nikdo nenapiSe, protoze pocet
jeho &islic je 10°82,

Jesté neuvéritelnéjsi je fakt, ze v r. 1983 W. KELLER odvodil,
ze Cislo Fys 471 je délitelné &islem 5 - 223 473 4+ 1. Toto Fermatovo
¢islo mé vice nez 107999 cifer. (Pozor: velikost posledniho ¢isla si
nesmime plést s ¢islem 107°°0, Toto &fslo mé ,jen® 7001 cifer.)

Nyni jiz miZzeme uzavrit historii probirané Fermatovy hypo-
tézy. Zda se, ze Fermat se v tomto pripadé mylil naprosto fa-
talné. VSechna dosud prozkoumana Fermatova ¢isla, kromé prv-
nich péti, jsou sloZzena. Dodnes sice neni dokdzano, ze zadné dalsi
Fermatovo prvocdislo neexistuje, mnohé vSak tomu nasvédcuje.

Témér Sokujici je pritom skutecnost, Ze teoreticky se Fermat
vlastné viibec nemél splést. Z vysledki, které sim odvodil a
dokézal, totiz plynulo, Ze cislo Fy, které posléze rozlozil Euler,
miuze mit prvocliselné délitele pouze tvaru 64n + 1 a cislo 641,
o némz Fermat bezpochyby i zpaméti védél, Ze je prvocislem, je
opravdu délitelem.

Zda se témér neuvéritelné, Ze tento fakt Fermat, ktery byl
v praktickych vypoc¢tech mimoradné zbéhly a i mnohem vétsi
Cisla faktorizoval prakticky obratem, mohl prehlédnout. A pfitom,
jak jsme jiz uvedli, sdm napsal, Zze vypoltiim v tomto sméru
vénoval mnoho usili! Jediné vysvétleni je, Ze se prosté pii pokusu
o faktorizaci ¢isla Fj spletl a sviij vypocet jiz nikdy neprovéroval.

Kdyby této Fermatovy pravdépodobné chyby nebylo, nikdy by
nezformuloval onu hypotézu. Vyvoj teorie ¢isel by moZna v nékte-
rych ohledech byl jiny. Ona osudna chyba vSak rozhodné nesnizuje
Fermatovu genialitu a mozna paradoxné prispéla k mnoha zajima-
vym objevim v této oblasti.

Pokracovani pristé



