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58 ‘ Pedagogické zamySleni I

ZKOUSKA NENI VSEMOCNA

Pozndmka k tloze zkousky pri teseni rovnic (apod.)

JURA CHARVAT

Tticet let jako uéitel matematiky na Stavebni fakulté CVUT
v Praze pfichdzim do styku s absolventy stfednich Skol. TTi-
cet let se u nich setkdvdm s riznymi c¢asto se opakujicimi
chybnymi navyky. V poslednich nékolika letech jsem recenzo-
val asi dvacet ufebnic matematiky vydavanych nakladatelstvim
PROMETHEUS a vyséazel jsem nejednu dalsi ucebnici tohoto na-
kladatelstvi. TéZz se mi dostala do rukou zadéni nékterych pfri-
jimacich zkouSek na stfedni Skoly a zGcastnil jsem se nékolika
setkani stfedoSkolskych uciteli. Dospél jsem k presvédéeni, Ze né-
které neSvary ve vyuce, at uz v ucebnicich, nebo primo v hodinach
matematiky, se opakuji a ovliviuji jak vztah k matematice, tak
1 matematické znalosti studenti.

Casto se u studenti (ale i u uéitelti a autort ucebnic) setkavam
s nevyjasnénym chapanim ulohy zkousky pri feSeni rovnic
a nerovnic, upravovani algebraickych vyrazi apod.

Za¢nu péti modelovymi ptiklady. UmysIné& se v nich dopus-
tim nékolika typickych chyb a formula¢nich nepfesnosti.

Priklad 1. Reste rovnici z2 — 2z = z.

Reseni
r’—-2x =z
z(r—2)==x /:z
z—2=1
r=3
Zkouska:

13)=3"-2-3=3, p@d) =3 I(3)=p@)
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Jedinym korenem dané rovnice je z = 3.
Piiklad 2. ReSte rovnici 2% +2%+2 = 1.

Reseni
2° + 2712 =1
21‘+z+2 -~ 20
2c+2=0
z=-1
Zkouska:

I(-1)=2"1427 12 =27 1712 =90 =1 p(-1) =1,

I(-1) =p(-1)
Rovnice mé jediné reSeni z = —1.
Priklad 3. Regte rovnici 2% + 2o+ = 2.
Reseni
2°+2°H =2
22:1:+1 o
2
2.2% =
2
221: e B
4
2z =log, §
z =% log, §
z =logy /%
xr = log, %
ZkousSka:
I (log, 3) = 2'°s2% 4 ologa3+1 =3 1 9.3 - ¢

Rovnice m4 jediné feSeni z = log, 3.
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4 1
Pi¥iklad 4. ReSte nerovnici —. L3 <z
r+4
Resent
4 + 1
<
z+4
4z +1 < z? + 4z
1< z?
z € (—o0,—1) U (1,400)
ZkousSka:

Pro =2 € (1, +o00):

1(2) =

(=] [Ne]

, p(2)=2, 1(2) <p(?)

Pro z=-2¢€ (—00,—1):
l(—2) = _77’ p(—z) = -2, l(_2) < p(_2)

Resenimi dané nerovnice jsou viechna z € (—oo, —1) U (1, +00).

2?2 -5z +4

Priklad 5. Upravte vyraz 5
¢ -1

ovérte dosazenim z = 2.

a spravnost vypoctu

Re$eni. Dany vyraz upravime pro vSechna z € R — {—1,1}:

2 —-5z+4 (z—-4)(z-1) z-4

z2 —1 (z+1)(z-1) =z+1

Zkouska:

Do daného i vysledného vyrazu dosadime z = 2:

22-5.-2+4 -2 2—-4 -2
22.-1 = §° 241 3

Vidime, Ze oba vyrazy maji pro x = 2 stejnou hodnotu, vypocet
je tedy spravny.
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Pi¥iklad 6. Reste rovnici

v+ 2=g. (1)

Reseni
Vz+2=x /2
T+ 2=z’
2 —2-2=0
Ty = 2, T = —1
Zkouska:

Wz1) =1(2 \/_ 2, p(z1)=p2) =2, I(z1) = p(z1)
Uzo) =1(-1) =vV1=1, p(z2) =p(-1)=-1, I(z2) # p(z2)

Jedinym reSenim dané rovnice je z; = 2.

Kde jsem v predchazejicich prikladech chyboval?

Prikl.1: Rovnice mé& navic kofen z = 0. PriSel jsem o néj pii
déleni vyrazem z.

Prikl. 2: Rovnice je vyreSena Spatné. Pri provadéni zkousky jsem
udélal stejnou chybu, jako pri feSeni rovnice.

Prikl. 3: ZkousSka prokézala spravnost vysledku. Vypocet je vSak
Spatné, spravny vysledek vysel ndhodou.

Prikl. 4: Vysledek je Spatné. Ma-li dand nerovnice (rovnice) neko-
nec¢né mnoho reSeni, nelze se o spravnosti vysledku pre-
svédcCit dosazenim nékolika z nich.

Ptikl. 5: Dosazenim konkrétni hodnoty = 2 nelze ovéfit sprav-
nost vysledku (srov. s piikl.4), natoz vypoétu (srov.
s prikl. 3).

Prikl. 6: Zde chyby nejsou.
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Nyni podrobné rozeberu, jak to vlastné se zkouskou je.

Mém na mysli zkouSsku toho typu, kdy do obou stran dané

rovnice nebo nerovnice, pripadné do vychoziho a vysledného

vyrazu dosazujeme za neznadmou nebo proménnou (miZe jich byt

i nékolik) konkrétni hodnoty.

NejcastéjSim pripadem je, Ze resime rovnici o jedné nezndmé

a vypocteme koren xo. K provadéni zkousky mizeme mit dva

divody:

I. Rovnici jsme 7tesili ekvivalentnimi upravami, nejsme si vSak
jisti, zda jsme pri tom neudélali néjakou chybu. Proto vy-
pocteny koren zo dosadime do vyrazi na levé i pravé strané
dané rovnice a vypoéteme hodnoty ziskanych vyrazt [(zo),
p(zo)-

Jestlize vyjde
l(wo) he p(mo),

je xo opravdu korenem uvazované rovnice.
(I tento zavér je v8ak nutno ulinit s jistou vyhradou. Je totiz
mozné, Ze jsme chybovali pfi vypoctu l(zg) nebo p(zg), coz
shodou okolnosti vyustilo v to, Ze nam vyslo [(z¢) = p(xo).)
Vyjde-li

Uzo) # p(z0),

znamena to, ze jsme urcité nékde udélali chybu (neni vylouceno,
ze pri provadéni zkousky). Tuto chybu je nutné najit.

II. Rovnici jsme resili dusledkovymi upravami. Pak je nutné zkous-

kou zjistit, zda vypocteny koren je opravdu kofenem dané rov-
nice, zda nejde o koren, ktery ,pribyl“ pri nékteré z disledko-
vych Uprav, viz prikl. 6.
(Ani tentokrat nelze vyloucit, Ze pri provadéni zkousky udélame
chybu a diky ji ,zavrhneme“ skute¢ny koren reSené rovnice,
nebo naopak ,akceptujeme® jako koren vypoctené Cislo, které
ve skute¢nosti kofenem neni.)

Dodejme, ze zkouskou miizeme pouze s vy$e uvedenymi vyhradami
zjistit, zda vypoctena reSeni, pokud jich je koneéné mnoho, jsou
feSenimi uvazované rovnice. V zadném pripadé nelze zkouskou
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zjistit, zda tato rovnice nema je$té néktera dalsi reSeni, kterd jsme
nenasli.

Poznamka. Z dtvodu I. zkouSku zpravidla neprovddime. I pfi feSeni
rovnic, pro néZ obvykle pouZivime disledkové upravy vyvoldvajici nutnost
zkousky, se vSak 1ze vhodnymi iivahami v pribé&hu feSeni nezbytnosti zkousky
vyhnout. UkaZme to na piikl. 6:

Viechny vyrazy v rovnici (1) jsou definovdny pro z = —2. Z&dné
x € (—2,0) feSenim rovnice (1) neni, nebot pro kazdé takové  ma leva strana
rovnice (1) kladnou hodnotu, zatimco jeji prava strana hodnotu zapornou.
Stali se tedy omezit na z € (0,+00). Pro kazdé takové z je (1) nerovnost
mezi nezdpornymi &isly, umocnéni na druhou je v tomto pripadé ekvivalentni
uprava. Déle pak vypoltem stejnym jako v FeSeni pfikl.6 zjistime, Ze rovnice
(1) mé v intervalu (0, 4+o00) jediné feSeni, a to z = 2.

Dosud jsem hovoril o zkouskach pro rovnice s kone¢né mnoha
koreny. Priklady 4, 5 vSak byly ponékud jiného typu. Nerovnice
v piikl. 4 méla nekone¢né mnoho reSeni, v piikl. 5 jsme dany vyraz
upravovali pro nekoneéné mnoho hodnot proménné. V takovych
prikladech ovérit spravnost vysledku dosazenim kone¢né mnoha
hodnot nelze.

Pritom s podobné chybnymi formulacemi, jako je ta v zadani
prikl. 5, se v rukopisech ucebnic, zadanich stfedoskolskych pisemek
apod. setkdvam velmi Casto.

Dosazenim konecné mnoha konkrétnich cisel za proménnou
nemuZeme spravnost vysledku , obecné“ ulohy tohoto typu ovérit.
Bylo by tak mozné pouze pripadné zjistit, Ze vysledek je Spatné.
I kdybychom ové&fili, Ze vysledek je spravny (coZ dosazenim
kone¢né mnoha hodnot za proménnou nelze udélat), neznamenalo
by to, Ze jsme ov&fili spravnost vypoétu (srov. s prikl.3). Ovérit
spravnost vypoctu nelze jinak, neZ vypocet pozorné a podrobné
krok za krokem zkontrolovat.

Spravna formulace v zadani prikl. 5 by byla napf. tato:

— spravnost vysledku pro =z = 2 ovérte dosazenim
(neovéfujeme tak totiz spravnost vysledku jako takového, tj.
jeho spravnost pro vSechny ,pfipustné“ hodnoty proménné z;
ale pouze pro z = 2)
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— gpravnost vysledku ,,otestujte“ dosazenim z = 2

(jde totiZ pouze o jakousi ,namétkovou kontrolu“ — ,test“)

Shrnuti. Postaveni zkousky v prikladech uvazovanych typi je

toto:

a)

b)

Pokud predpokladame, Ze jsme v uvahach i vypoctech
neomylni, nema smysl provaddét zkousku z jinych divodi,
nez pii pouziti disledkovych Gprav. Zkouska (spolu s nasi
neomylnosti) nas v takovém pripadé spolehlivé dovede ke
spravnému vysledku.

Pokud jsme realisté a nejsme si jisti svou neomylnosti,
muze nas zkouska pouze pripadné upozornit na to, Ze
jsme nékde udélali chybu. Tato chyba mohla byt kdekoliv,
tfeba ve zkouSce samé. Zkouskou v tom pripadé nemiZeme
dokazat, Ze ziskany vysledek je spravny, o vypocltu ne-
mhuvé.

Stadi vdm to? Tim dneska konéim.



