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ZLATY REZ
a co vie s nim souvisi (2)7
JIR{ VESELY

5. Obecnéji Ize definovat Fetézové zlomky jako vyrazy (kone¢né
¢i nekone¢né) tvaru

4 £
a
0 \ b2 )
a
1 bs
ag + ———
a3 + .

kde ag € Z a by, a1,bs,as,... jsou z N. Postupnym ,urezavanim*

dostavame aproximace Cisla, které retézovy zlomek vyjadruje.
Je napr.

12358 322 333 355 103993
~ 1’77106’ 1137 331027’

kde pro aproximujici zlomky P,/Q, plati (klademe P_, = 1,
Q-1 = 0a Py = ag, Qo = 1, abychom dostali jednoduché
rekurence pro Citatele P, a jmenovatele Q)

P, ag P _ aiag + by _m Py + b1 - P

Q 1 Q1 a T arQo+b Qo
P, . anPr_1 + bnPpr_s
Qn anQn-1 + bnQn_2 ’

n>1.

V uvedené obecnosti nemusi retézovy zlomek (tj. posloupnost
{P,./Qx}) obecné konvergovat a tak mu nelze rozumnym zpuso-
bem pfifadit jeho hodnotu. Pokud to jde, neni jednozna¢né uréen;

"Prvni &4st &lanku byla uvefejndna v Uditeli matematiky 6 (1997/98),
153-158.
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vyjadreni raciondlnich ¢isel mize mit tvar nekonecného retézového
zlomku.

Nasledujici (bézné) zjednoduseni mize opét poslouzit k procvi-
¢ovéani rekurentnich vzorecki, indukce a pomtze i pochopit ,,neko-
necné procesy“ slouzici k vyjadieni redlnych ¢isel jinym zptisobem
nez pomoci desetinnych zlomkd.

Poznamenejme nejprve, zZe se retézové zlomky v minulosti tésily
vétsi popularité nez dnes. Byly o nich napsany i monografie;
viz napf. [Pe]. Je to ndstroj, ktery mé stdle vyznam, napf. v
teorii ¢isel. VSimneme si nyni nékolika jejich zakladnich vlastnosti,
které ndm umozni lepsi pohled na dalsi zajimavou vlastnost ¢isla
g. Omezime se na specidlni tvar retézovych zlomki. Budeme
pracovat presnéji a jednodus$si tvrzeni si nejen uvedeme, ale
néktera i dokdzeme.

Je-li ag € Z a a, € N, pak vyraz

1
ap + (10)

a1+

as + 1
ag + -+ + —
Qn
budeme nazyvat retézovym zlomkem radu n. Obecnéjsi pripady
(uvédomte si, ze vyraz ma smysl i v pfipadé, Ze je ar € R) ne-
budeme uvazovat. Tento retézovy zlomek (10) budeme zapisovat
ve tvaru [ap;ai,... ,a,|. Podobné pomoci zapisu [ag;ai,as,...]
budeme popisovat i nekonec¢né retézové zlomky, musime je vSak
korektné definovat. ,
Definujme dvé posloupnosti {A,} a {B,} tak, Ze polozime
nejprve A, =1, B_; = 0, Ap = ag, Bo = 1 a a induktivné
pron > 1

Ap,=anApn_1 + Apn—2 ’ By, = anBy_1 + Bp_2 ;

ziejmé pro vySetfovany pripad a, € N je téz A, a B, z N a je

Ao_a Al_a1a0+1_a + |
Bo ' Bi ai+0  °la’
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coZ po zobecnéni dava pro véechnan =0,1,2,... a a, € N vztah
An/Byn =[ag;a1,02,... ,a5] .

Pro dtikaz indukci sta¢i ovéfit ,,druhy krok“:

[ao;a1,a2,... ,an,an4+1] = [ao;a1,02,... ,6n +1/any1] =
_ (an +1/ant1)An—1+ An—2 _ An + An—1/an41 _
N (an + 1/an+1)Bn_1 + B, o B B, + Bn_l/an+1 -

. An4+14n + Ap—1 . Any1
B Gn+1Bn + Bn—1 N Bny1

Dale snadno spocteme, ze

Ap_ 1B, — By_14, =
= An_1(anBn_1+ Bn_2) — Bp_1(anAn_1 + Apn_2) =
= (-1)(Ap—2Bp—1 — Bp_24,_1) =+ =
= (-1)"(A-1By — B-14,) = (-1)", (11)

takze pro vSechnan € N a proa, € N

An An—l

Bn Bn—-l

B 1
Ban—l .

(12)

Nyni ukézeme, Ze pro kazdou posloupnost {a,} pfirozenych ¢isel a
celé ¢islo ag Fetézovy zlomek [ ag; a1, as, . . .| konverguje, tj. existuje
kone¢né limita

lim [ao;ai1,a2,...,a,] =[ao;a1,a0,...],
n—oo

a touto rovnosti je vlastné nekoneény retézovy zlomek definovén.
K dikazu vyuzijeme uplnost R, tj. faktu, Ze kazda cauchyovska
posloupnost readlnych ¢isel konverguje. Skute¢né, pfi nasi amluvé
(an, € N pro vSechna n € N) plati nerovnost B, > B,_i,
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a tedy B, > 2B,_»; iterovanim odtud dostaneme nerovnosti
By, > 2"Bg = 2™ a Bop4+1 > Bap > 27, takze je

B, > (V2)" !,
z ¢ehoZ pomoci (12) vyplyvé

An—l
Bn—l

1

= < 21-—'n. )
Ban—l

An _
B,

Neni jiz obtizné dokézat, Ze pro kazdé iraciondlni ¢islo z
existuje nekoneény fetézovy zlomek, jimz je z vyjadreno a Ze je
tento zlomek uréen jednoznaé¢né. Stali definovat ([x] je tzv. ,celd
Cast z, tj. nejvétsi celé &islo < z) postupné ap = [z], 11 =
1/(z — ag), a1 = [r1], atd. Toto nebudeme dokazovat, nebot to
pro nés neni prili§ podstatné. Poznamenejme téz, Ze raciondlnim
¢islim prirazuje popsany proces konecné retézové zlomky.

Porovname-li vzorce pro A, /B, pro vyjadieni ¢ =[1;1,1,...]
s rekurenci (3), vidime, ze z A_; =1, B_; =0, Ao =1, By =1,
plyne A, = Fy42, B, = Fj,41, takze

g=lim Fpyo/Fniq . (13)
n—oo

7. Existuje rada dalSich souvislosti zlatého fezu g s geomet-
rickymi objekty: zajimava, byt trochu vzdalenégjsi, je souvislost
g s tzv. zlatou spirdlou ¢i logaritmickou spirdlou, nebudeme se
ji v8ak hloubéji zabyvat (logaritmickéd spirdla souvisi s tzv. zla-
tym trojihelnikem; viz dale). Ne tak stard je souvislost se speci-
alni parketazi, kterou v r. 1974 objevil ROGER PENROSE. Snadno
si predstavime vyplnéni roviny pravidelnymi trojahelniky, ¢tverci
nebo Sestitthelniky. To jsou jednoduché priklady parketéze. Pri-
slusné parketdze maji tri, ¢tyri a Sest ,smért symetrie“ a jsou
,periodické“. Spokojime se jen s intuitivnim popisem a v§imneme
si ,mezery“: jak je to s pétithelniky?

Pravidelné pétiuhelniky nevytvareji parketaz roviny, presto ale
existuje nepravidelnd parketdz roviny s ,péti sméry“ symetrie
(neni jiz periodickd), pfi jejiz konstrukci se opét objevuje g. Tuto
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parketdz objevil Penrose. Pokud se ¢tendr bude zajimat o geome-
trické souvislosti s g hloubéji, mize nahlédnout napt. do [BeP].
Tyto souvislosti nepredstavuji ostatné nic tak zavratné prekvapi-
vého, protoze g hraje dilezitou roli pri konstrukci pétithelniku;
viz napt. [Ve2], str. 3. VSimneme si souvislosti s pétithelnikem,
kterou lze opét snadno vylozit na stfedni §kole, podrobnéji.

Obr. 2

Libovolné dvé uhlopricky pravidelného pétithelniku, které se
protinaji, se déli navzdjem v poméru g resp. 1/g; oznadime-li
délku strany pravidelného pétithelniku a, je délka libovolné jeho
thlopri¢ky rovna ga. Skutecné (sledujte postup na obr. 2), thly
JDEC,4CEB a4 BEA jsou stejné velké (36° = 7/5) a tak rov-
noramenné trojuhelniky AEFAC a AAFE jsou podobné (a jak
se ukaze déle i zlaté, nebot tak se fikd rovnoramennym trojihel-
niklim, u nichz délky ramen jsou g-nasobkem délky zakladny).
Protoze primky CD a EB a rovnéz DE a AC jsou rovnobézné,
plati C'F' = a. Je-li z délka uhlopricky, z jizZ zminéné podobnosti
dostavame z : a = a : (a — x) = g. Odtud vyplyvaji ob& popsané
vlastnosti. ‘

Bez zajimavosti nejsou ani hodnoty goniometrickych funkci pro
uhly, svazané s pétithelnikem, resp. zlatym trojahelnikem, napft.

cos(2m/5) = cos72° =1/29g a cos(m/5) = cos36° =g/2 .

8. Bylo by chybou se domnivat, Ze 1ze nabidnout jen souvislosti
s elementdrni matematikou. VSimneme si nyni trochu obtiZnéjsi
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latky, souvisejici se séitatelnosti fad; viz napf. [Vel], kde je
pristupné vyloéena uiiteénost tzv. sCitacich metod

mocninnd Tfada. Mocninné fada (v tomto pripadé o stifedu 0) je
fada tvaru e arz®; &isla ay jsou jeji koeficienty. D4 se dokazat,
ze plati napfr.

o0 k p2k+1 1 o0 "
T __ — — —— :
Ik Sinz = Z( b 2k+1)’ I-2 kz:%x !

prvni dva vzorecky plati pro vSechna z € R (a dokonce i pro
vSechna z € C), ale tfeti pouze pro ta z, pro néz je |z| < 1. Leva
strana posledni rovnosti ma smysl pro vSechna z € C, z # 1.
Proto dosazenim z = —1 dostdvdme vztah 1/2 = Y o (-

a podobné pro x =2 vztah —1=1+2+4+ 8+ - -; oba vztahy
jsou na prvni pohled nesmyslné, nebot prifazujeme jakysi ,soucet”
divergentnim radam.

Mocninné rady konverguji na velmi pravidelnych mnozinach:
konverguje-li takovd rada pro néjaké z, = (, konverguje i pro
vSechna z € R (a dokonce z celé komplexni roviny C), pro néz plati
|z| < |¢|; mize se vSak stat, Ze fada konverguje pouze v jediném
bodé z = 0. D4 se urcit soudet fady o, Frz®, kde {Fr}32,
je posloupnost Fibonaciho ¢isel? Predpokladejme, Ze tato rada
konverguje nejen v pocatku a pokusme se urcit jeji soucet s(z).
Plati

o0 o0 o0
— Z Fpz* = Fiz + Z Fz* =z + Z(Fk_l + F_o)z* =
k=0 K=2 k=2

o0 oo
=z +wZFkxk + 2 ZFkxk =z + zs(z) + 2%s(z) .

 Odtud snadno spoéteme
s(r) =z/(1 -z —z?). (14)

Po dosazeni z = 1 tak dostaneme Y, , Fx = —1, coZ je vysledek
na prvni pohled opét dosti absurdni. Rovnost (14) vSak plati pouze
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pro ta z € R, resp. z € C, pro ktera je |z| < h = 0,618...%, a to
je zdrojem oné ,absurdity“. AvSak vysledek neni tak absurdni, jak -
by se mohlo zdat. Pfedpoklddejme na okamzik, Ze fada 3 .o, Fi
maé néjaky ,rozumny soucet” s. Potom

2s=Fg+F1+Fo+---+Fy+Fi+F+--- =
=R+ (R +FR)+(F+FR)+(FHB+FR)+--=
=F+F+F;3+---=s—F=s-1.

Jde tedy o ivahu podobnou nésledujicimu ,,vypocétu®
s=1-141-14---=1-(1-141-1+---)=1-3s,

a tedy s = 1/2. Tento postup pochézi z doby, neZ se konstituoval
pojem konvergence. Je nalezeny vysledek stéle tak absurdni? Na
vysvétlenou: i s divergentnimi fadami se da pracovat a nékterym
lze priradit urcité zobecnéné soucty tak, zZe pod jinym zornym
uhlem se predvedeny vysledek stane ,;skoro prirozeny*.

9. Priblizeni nekonetného fetézového zlomku [ao;a;,as,...]
koneénymi Fetézovymi zlomky [ao;a1,as,...,a,] je prikladem
aproximace iraciondlnich ¢isel racionalnimi. Dokazeme tvrzeni
o tom, jak je kvalitni tato aproximace pro g. Nejdiive dokazeme,
ze plati
Fna) po_ 1 (15)

£y "5
K tomu je vhodné dokézat, Ze pro libovolnou Lucasovu posloup-
nost {c,}52, (tj. vyhovujici rekurenci (3)), plati vzorec

lim
n— oo

g.._

Cnt1 = Fo,co + Fp_1c1 . (16)
To je zfejmé pro pripad n = 2, nebot je

CQ+1=C3202+C1:1'C2+1'61:F202+F1C1.

8Na mnozin& {z € C; |z| < h} je s holomorfni funkce a bod h je jejim
pélem. Polomér konvegence rady lze téz spocist jednoduSe podle podilového
kritéria a vzorce (13).



ZLATY REZ 21

Také druhy krok indukce se snadno provede:

Cn+1+1 = Cnt2 = Cpy1 +Cp =
= Fhco+ Fp_1c1 + Fo_1¢0 + Fro_oc1 =
= (Fn + Fp—1)c2 + (Fp—1 + Fr_2)c1 =
= Fnqi1c2 + Foer .

Z rekurence (1) plyne, ze {g*}2, a {(—=1/9)*}%, jsou Lucasovy
posloupnosti a lze na né pouzit (16). Pak ¢len c,41 je n-tou
mocninou a plati

g"=Fpg+F,_1, atéz (—1/9)" =—-F,/g+ Fn-1 .
Nyni jiz snadno dokazeme (15) : plati
Il/gnl = IFn—l_Fn/gl = an+1—Fn_Fn(g_1)| = |Fn+1 "anl )

z ¢ehoz dostaneme

F, F
ot -F3=|an—Fn+1|°Fn=g—;‘.

Fy

S pomoci Binetova vzorce (6) dostdviame odtud

'g__ Fn+1

Fr=g7" (9"~ (1/9)") [V5 = (1~ (1) ") /V5,

Fy

kde vyraz na pravé strané s ohledem na h < 1 konverguje
k 1/4/5. Zaroven vidime, Ze z posledni rovnosti plyne s ohledem na
,Stridani znamének® ve vyrazu existence nekonecné mnoha n € N,

pro néz plati
1

< .
V5 F?

D4 se (celkem elementarné) dokéazat, ze pro kazdé K < 1//5
existuje pouze konecné mnoho riznych zlomka p/q € Q, pro néz
plati

Fn+1
Fr

1
-2 <x- an)
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s k = 2. Obecnéji plati toto: pro kazdé iracionalni x existuje takova
konstanta K, Ze nerovnost

1
:1;—3|<K-q—2 (18)

ma nekonecné mnoho feSeni tvaru p/q. Ta iraciondlni ¢isla, jejichz
nekonecny Fetézovy zlomek [ao; a1, as,...] obsahuje Cisla ar # 1
pouze pro kone¢né mnoho k € N, se nazyvaji spriznénd Cisla s g;
tak nap¥. g2 ¢ h jsou sp¥iznéné s g. Pro vSechna iraciondlni y € R,
kterd nejsou spriznéna s g existuje nekonecné mmnoho riznych
zlomku p/q takovych, Ze plati

y—2f 2
‘ 7] V8 ¢

Zaroven pro kazdé k > 2 a kazdé K > 0 existuje nekonec¢né mnoho
z € R, pro néz nerovnost (17) ma nekonecné mnoho riznych reseni
p/q€ Q.

V tomto smyslu je ¢islo g (spolu se svymi ,,pfibuznymi“) to
iraciondlni ¢islo, které je ,nejhiire aproximovatelné“ racionalnimi
Cisly v zavislosti na jmenovateli zlomku, kterym je toto racionalni
¢islo vyjadreno.

10. Cesta k souvislosti # a g je ponékud obtiznéjsi a tak
prozradime vysledek a pak naznacime, jak se k nému dospéje.
Zvidavého Ctenadfe odkazujeme na [Cal®. Ctenar k pochopen
tohoto vztahu potfebuje znat mj. souctovy vzorec pro funkci
arccotg. Plati

p 1 1
L=

— = arccotg 2 + arccotgd + -+ = E arccotg Foy, . (19)
k=1

N

Poznamenejme, Ze pak vzhledem ke zndmé formuli obsahujici pét
dilezitych konstant e™ + 1 = 0, jsme dostali nepfimo i jistou

9D&kuji autorovi za dosud nezvefejnény &lanek, ktery mi dal k dispozici.
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souvislost s ¢islem e. Zde je stru¢ny popis postupu:

FopFopo — FrFy3 =
== n+1Fn+2 - FnFn+1 - FnFn+2 = F3+1 - FnFn+2 =
=FhnF+ b — FRFh =
= Fo(Fay1 — Fat2) + Fpo1 Fog =
= (=1)(F3 = Fac1Fa1) = (-1)*(Fy_y = FaaFy) = -+ =
= (-)"(F - RhF) = (-1)"",

neboli po jednoduché tpravé, za predpokladu n > 1 (je Fy = Fi,
pro n = 0 nemohli bychom délit),

Fot1Fng2 + (-1)"

20
Fota — Fopa (20)

Fn+3 =

Poznamenavam, Ze jsme pri upravach stale pouzivali v rizné formé
pouze rekurenci (3). Po dosazeni n = 2k do (20) dostaneme ze
ySouctového vzorce®“ pro funkci arccotg

arccotg Fogq3 = arccotg ((Far+1Faktz + 1)/ (Faky2 — Fagyr)) =
= arccotg Fog41 — arccotg Fogyo .

Sec¢tenim rovnosti, které dostaneme z pfedchazejici rovnosti dosa-
zenim k=1,...,n

arccotg Fs = arccotg F3 — arccotg Fy
arccotg F7 = arccotg Fs — arccotg Fp

arccotg Fy,+3 = arccotg Fop 41 — arccotg Fonyo

dostaneme rovnost

n
arccotg F3 = w/4 = Z arccotg For42 + arccotg Fopys
k=1

z niz jiz limitnim pfechodem pro n — oo plyne (19).
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