Ucitel matematiky

Nad’a Stehlikové
O jedné zajimavé knize z elementérni teorie ¢isel (2)
Ucitel matematiky, Vol. 8 (2000), No. 4, 231-236

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/150954

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzika, 2000

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/150954
http://dml.cz

‘ Ulohy ze zahranici I 231

O JEDNE ZAJIMAVE KNIZE
Z ELEMENTARNI TEORIE CISEL (2)

NADA STEHL{KOVA

2. Prvodisla

Kapitola zkouma vlastnosti prvocisel a je zavrSena trojici uloh,
které v podstaté testuji hloubku studentova porozuméni pojmu
prvocislo. Objevuje se v nich slovo pryme, coz je hricka na slovo
prime (prvocislo) a v angli¢tiné jako slovo neexistuje. Autor jim
v postaté vyjadruje ,prvocislo v rdmci néjaké mnoziny“. Protoze
CeStina neni tak flexibilni jako angli¢tina a nesnasi nové vyrazy
tak snadno, preklddame slovo ,pryme“ jako nerozlozitelny prvek.

Problem 7. Let E = {2,4,6,8,10,...}. Note that E is closed with
respect to multiplication, i.e. the product of any two elements in F
is again an element of E since (2k)(2l) = 2(2kl). A “pryme” in E
is an integer n in E which cannot be expressed as the product of
two integers in F, both of which are less than n. For example, 6,
10, 14 are “prymes”, while 8 = 2-4 and 24 = 6-4 are “composites”.
Which elements of E are “prymes” in E?

Problem 8. Let T = {3,6,9,12,15,18,...}. Is T closed with re-
spect to multiplication? Why? Which elements of T are “prymes”
in T?

Problem 9. Let M = {5,9,13,17,21,25,29,33,...}; M consists of
all integers of the form 4n + 1. Show that M is closed with respect
to multiplication. Find four “prymes” and four “composites” in
M.

* Kk %

Uloha 7. Necht E = {2,4,6,8,10,...}. Vsimnéte si, ze E je
uzaviend vzhledem k néasobeni, tj. sou¢in dvou libovolnych prvki
z E je zase prvek z E, protoze (2k)(2l) = 2(2kl). ,NerozloZitelny
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prvek® v E je ¢islo z E, které nemtzeme napsat jako soucin dvou
Cisel z E menSich nez n. Napriklad 6, 10, 14 jsou ,nerozloZitelné
prvky“, zatimco 8 = 2-4 a 24 = 6 - 4 jsou ,slozenad” Cisla. Které
prvky z E jsou ,nerozlozZitelné“ v E?

Uloha 8. Necht T = {3,6,9,12,15,18,...}. Je T uzaviend vzhle-
dem k nésobeni? Pro¢? Které prvky z T jsou v T ,nerozlozitelné“?

Uloha 9. Necht M = {5,9,13,17,21,25,29,33,...}; M obsahuje
vSechna ¢isla tvaru 4n + 1. Ukazte, Ze M je uzaviend vzhledem
k nasobeni. Najdéte ¢tyri ,nerozlozitelné prvky“ a Ctyfi ,,slozend”
Cisla v M.

3. Kritéria délitelnosti

Kapitola vrcholi zkoumanim kritérii délitelnosti v rtznych ¢i-
selnych soustavach. Autor vede studenty pomoci napovéd k tomu,
aby si uvédomili, jakou roli hrdla desitkova soustava v dikazech
kritérii délitelnosti, které provadéli na zacatku kapitoly, a na za-
kladé toho uméli podobné dikazy provést i v soustavach o jinych
zékladech.

Problem 10. Is the divisibility test for 3 valid in base 77 in base
57 For what bases b is it valid? Justify your answer if you can.

Problem 11. For what bases b is your divisibility-by-9 test valid?
Justify your answer if you can.

Problem 12. For what bases b is your divisibility-by-4 test valid?
Justify your answer if you can.

Problem 13. For those bases b for which any of the above
divisibility tests were not valid, see if you can formulate a new
divisibility test. For example, find

(a) a “divisibility by 4” test for base 5,

(b) a “divisibility by 5” test for base 9,

(c) a “divisibility by 9” test for base 12.

*x Kk %k



| Ulohy ze zahranici I 233

Uloha 10. Plati kritérium délitelnosti tfemi v soustavé o zdkladu
7?7 o zdkladu 57 Pro jaké zéklady b plati? Pokuste se svou odpovéd
zduvodnit.

Uloha 11. Pro jaky zéklad b je platné kritérium délitelnosti deviti?
Pokuste se svou odpovéd zdivodnit.

Uloha 12. Pro jaky zéklad b je platné kritérium délitelnosti étyfmi?
Pokuste se svou odpovéd zdivodnit.

Uloha 13. Pro zaklady b, pro které neplatila Z4dn4 dosud nalezen4
kritéria, zkuste zformulovat nové kritérium délitelnosti. Naptiklad
najdéte

(a) kritérium délitelnosti ¢tyfmi pro zaklad 5,

(b) kritérium délitelnosti péti pro zaklad 9,

(c) kritérium délitelnosti deviti pro zédklad 12.

4. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek

Pres ¢iselné priklady jsou studenti v téchto kapitolach vedeni
k objevu zédkladnich vlastnosti pojmi nejvétsi spoleény délitel
(NSD) a nejmensi spoleény nasobek (NSN) a jejich vzdjemného
vztahu. Pomoci feSeni konkrétnich ¢iselnych prikladi si také sami
vyvodi Eukleidiv algoritmus a teprve potom je jim autorem
vysvétlen. Mohou ho vyuzit i pro tlohu 14 uvedenou nize.

Problem 14. Find all possible values for:
(a) GCF(p,q) p, q distinct primes
(b) GCF(n,n + 1) n any integer
(c) GCF(n,n + 2) n any integer
(d) GCF(n,n + 5) n any integer
(e) GCF(n,n + 30) n any odd integer
(f) GCF(n,n + 30) n any integer
(g) GCF(n? 4+ 1,n + 1) n any integer
(h) GCF(8n + 7,5n + 6) n any integer
Justify your answers.

Problem 15. Determine whether the following statements are true
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or false. Justify your answers. For all integers a, b, c:
(a) If LCM(a,b) = LCM (a,c), then b = c.
(b) If GCF(a,b) = GCF(a,c), then LCM(a,b) = LCM (a,c).
(c) LCM (a2,b%) = |LC M (a,b)|?.

Problem 16. Find a general formula for:
(a) LCM(p,q) if p, q are primes
(b) LCM(n,n + 1) if n is any integer
(c) LCM (n,n + 2) if n is any odd integer
(d) LCM(n,n + 2) if n is an even integer
(e) LCM (n,n + 6) if n is an odd multiple of 3
Justify your answers.

* Kk %

Uloha 14. Najdéte vechny mozné hodnoty pro:
(a) NSD(p,q) p, q jsou rizna prvodisla
(b) NSD(n,n + 1) n je libovolné prirozené ¢&islo
(c) NSD(n,n + 2) n je libovolné pfirozené &islo
(d) NSD(n,n + 5) n je libovolné pfirozené ¢islo
(e) NSD(n,n + 30) n je libovolné liché pfirozené ¢islo
(f) NSD(n,n + 30) n je libovolné prirozené &islo
(g) NSD(n? + 1,n+ 1) n je libovolné piirozené &islo
(h) NSD(8n + 7,5n + 6) n je libovolné prirozené ¢islo
Sva reSeni zdivodnéte.

Uloha 15. Zjistéte, zda jsou nésledujici tvrzeni pravdivad nebo
nepravdiva. Své odpovédi zdivodnéte. Pro vSechna prirozena ¢isla
a, b, c:

(a) Jestlize NSN(a,b) = NSN(a,c), pak b = c.

(b) Jestlize NSD(a,b) = NSD(a,c), pak NSN(a,b) =
= NSN(a,c).

(c) NSN(a2,b%) = |[NSN(a,b)|?.

Uloha 16. Najdéte obecny vzorec pro:
(a) NSN(p,q), jestlize p, q jsou prvocisla
(b) NSN(n,n + 1), jestlize n je libovolné pfirozené ¢islo
(c) NSN(n,n + 2), jestlize n je libovolné liché pfirozené ¢islo
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(d) NSN(n,n + 2), jestlize n je libovolné sudé pfirozené islo
(e) NSN(n,n + 6), jestlize n je lichy nasobek tfi
Zdtivodnéte své odpovédi.

5. Raciondlni a realna éisla

V téchto kapitolach nas zaujal zplsob, jakym autor pracuje
s typickymi chybami studenti (iloha 17, 18 a 19). Dale se vénuje
problematice usporadani (napf. tloha 20), praci s odmocninami,
diikazu iracionality ¢isla apod.

Problem 17. One error is %-{-% = %f% = g. Is this phenomenon ever

true, i.e. do there exist integers a, b, ¢, d such that § + § = %?
Either show that no such integers exist or determine how these
integers a, b, ¢, d must be related in order for this phenomenon to
occur. Give three examples.

v 5+J4.3 _ 543 __ é. .
Problem 18. Another common error is g 7 = 647 = 13° Is this

phenomenon ever true, i.e. do there exist integers a, b, ¢, d, e such
that g% = Z—Ig? Either show that no such integers can exist or
determine how the integers a, b, ¢, d, e must be related in order

for this phenomenon to occur. Give three examples.

Problem 19. A common error involving square roots of numbers
is to assume that v/a + b=
= \/a + Vb where a and b are integers.

(a) Give three examples where this statement is false.

(b) Are there any values of a and b for which it is true? Justify.

Problem 20.

(a) Arrange the following rational numbers in increasing order:
143 47 2 24 71

2107 70’ 3> 35’ 105°
(b) If ¢ and < are rational numbers with £ < ¢ < § < 1,
s Sos : .b d bd btd
arrange the following in increasing order: ., ¢, .2, ;‘_E—c, 1.

* Kk %k



236 ‘ Ulohy ze zahranici I

Uloha 17. Chybou je, Ze 3 + 2 = 22 = 2. Plati to n&kdy, tedy
existuji &isla a, b, ¢, d takovd, Ze ¢ + £ = %i*_‘—dc-? Ukazte, ze takova
¢isla neexistuji, nebo zjistéte, jaky musi byt mezi ¢isly a, b, ¢, d
vztah, aby rovnost platila. Najdéte tri priklady.

Uloha 18. Dalsi b&né chyba je, ze 3343 = 53 = &. Plati to
nékdy, tedy existuji ¢isla a, b, ¢, d, e takova, Ze %_‘j_':—_'g = g—i‘—g?
Ukazte, ze takova ¢isla neexistuji, nebo zjistéte, jaky musi byt mezi

Cisly a, b, ¢, d, e vztah, aby rovnost platila. Najdéte tfi priklady.

Uloha 19. B&zna chyba u poéitani s druhymi odmocninami &sel
je, ze Va + b = y/a + Vb, kde a a b jsou nezdporna cels &isla.

(a) Najdéte tii priklady, kdy je toto tvrzeni nepravdivé.

(b) Existuji ¢isla a a b, pro kterd je pravdivé? Zdivodnéte.

Uloha 20.
v /7 . ’ °7 7 . rd 2 w7 X 143 47
(a) Usporadejte nasledujici raciondlni ¢isla vzestupné: 335, 75,
2 24 71
3 357 105"

(b) Necht jsou ¢ a < raciondlni &isla, kde 3 < £ < £ < 1.

b ¢ d e
v 7’ . ’ “s 7 w7 48 b d bd b d
Usporadejte nasledujici ¢isla vzestupné: ¢, <, 22, i—a o
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