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O JEDNE ZAJIMAVE KNIZE
Z ELEMENTARNI TEORIE CISEL (1)

NADA STEHLfKOVA

Jiz v roce 1973 byla v nakladatelstvi Scott, Foresman and
Company vydéna kniha Problem Solving in Mathematics (ReSeni
tloh v matematice) s podtitulem Elementary Number Theory and
Arithmetic (Elementarni teorie ¢isel a aritmetika) autora Thomase
Buttse. Prestoze se tak stalo v dobé, kdy se o konstruktivismu
ve vyuce matematiky jeSté nemluvilo, je tato kniha napséna
zplisobem, ktery podle naseho nazoru principy konstruktivismu!®
naplhuje. Autor si dobfe uvédomuje, Ze poznatky jsou neprenosné,
ze jde o individualni konstrukty, které si vytvari kazdy jedinec sam
na zakladé svych zkuSenosti. O tom svédéi i citdat z predmluvy
knihy.

Vétsina tloh z udebnic ... jsou bud ulohy na wuZiti
dovednosti, ¢i ilohy typu ,dokazte, Ze“. Oba typy iloh sice
maji své misto, avsak ignoruji tvorivou stranku matematiky.

Cilem této knihy je tedy umoznit studentim, aby zaZili
radost z TesSent uloh jiZ v pocatcich svého studia matematiky.

Autor se snazi vytvaret pro studenty podnétné formulace tloh,
které je maji povzbuzovat k mySleni a hledani vlastnich napadi.
Vidyt co jsme sami objevili, zanech4d nesmazatelnou stopu na
nasem védomi a budeme to moci pozdéji lépe vyuzit.

Kniha je dle autora uréena prvnim ro¢nikim budoucich uéitelt
matematiky na zakladni i stfedni 8kole jako tvod do matematic-
kého zptisobu uvazovani. Podle naSeho nazoru mohou byt nékteré
kapitoly s ispéchem zarazeny i na stfedni Skole.

Clének vznikl v ramci fefeni grantu GAUK 302/1998/A PP /PedF.

160 konstruktivismu se lze doéist napf. v &lanku Hejny M., Kufina
F.: Konstruktivni pFistupy k vyudovdni matematice. Matematika — fyzika —
informatika, 7(1997/98), str. 385-395, & Cachova J. Konstruktivni pFistupy
k vyucdovdni a , Investigating teaching“ B. Jaworské. Matematika — fyzika —
informatika, 8(1998/99), str. 77 -82.
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Kniha obsahuje tyto kapitoly: Délitelnost, Prvocisla, Rozklad
na soucin prvoéisel, Cislice, Kritéria délitelnosti, Déleni se zbyt-
kem, Nejvétsi spoleény délitel, Nejmensi spoleény nasobek, Pocet
délitelt, Dokonala ¢isla, Figuralni ¢isla, Magické ¢tverce, Racio-
nalni ¢isla, Iracionalni ¢isla, Pravdépodobnost, Geometrické alohy,
Nékteré slavné (nevyfeSené) tlohy teorie Cisel.

Na zacatku vétSiny kapitol jsou strucéné vysvétleny zakladni
pojmy doloZené ukizkami (od ¢tenére se nevyZaduji témér zadné
znalosti pojmu teorie ¢isel kromé pojmi zdkladni Skoly). Pak
nasleduji samotné ulohy. Jsou peclivé gradovdny a voleny tak,
aby v pribéhu reSeni student sdm odhalil néjaky pojem ¢i vétu
z teorie Cisel. U téch uloh, které autor povazuje za klicové
pro pochopeni pojmi, jsou Hints and Comments (Napovédy a
komentare). Napf. tam, kde se student poprvé setkiva s tim, Ze
ma prokadzat platnost néceho ¢i néco vyvratit, autor podrobné
rozebird problematiku dikazu ¢ protiprikladu. Napovédy vSak
nikdy neobsahuji cela reSeni.

Kniha vede ¢tenare k systematickému pristupu k reSeni aloh.
Jsou v ni zarazeny celkem C¢tyfi vstupy autora na téma Reflections
on ‘Problem Solving (Uvahy nad feSenim tloh). V nich podavé
obsirny vyklad obecného pristupu k rfeSeni matematickych tiloh
vyzadujicich experimentovani, vytvareni hypotézy a posléze jeji
vyvraceni ¢i dikaz platnosti. Studenti jsou vedeni k tomu, aby
si nejprve udélali tolik ¢éiselnych prikladid, kolik potfebuji na to,
aby formulovali obecnou hypotézu. V poslednim vstupu autor
rozebird nékteré zakladni chyby, kterych se studenti pfi reSeni
tloh dopoustsji. Casto je vyzyva, aby se zastavili a premysleli
o tom, v ¢em bylo jddro pravé vyreSené ulohy a co se pri jejim
feSeni naucili z hlediska matematiky i z hlediska své schopnosti
resit ulohy. '

Na konci knihy je zafazena kapitola Problem Solving from the
Teacher’s Point of View (ReSeni tloh z hlediska uditele), v niZ
se vénuje tfem otazkam: proc¢ by se feSeni loh mélo zarazovat do
vyuky (rozvoj schopnosti samostatného mysleni, zadjmu o predmét,
schopnosti objevit zdkonitosti, vytvaret hypotézy, dokazovat a
vyvracet je; jsou ukazkou, Ze matematika je stdle zivy predmét
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(existence nevyfeSenych tloh), apod.), jaka je role u&itele ve vyuce
zaloZené na reSeni uloh (vyvolat zvédavost zakl, poskytnout jim
pomoc v feSeni, ale jen do vhodné miry (ur¢itd mira frustrace
studenta muize byt pfinosnd), poskytovat studentim zpétnou
vazbu, rozebirat s nimi chyby apod.), rady pro vyuziti feSeni iloh
ve tfidé (FeSeni tloh ve skupinég, ,lohy tydne“, soutéze apod.).

Uvedme nyni ukézky tloh z n&kterych kapitol, které ilustruji
vySe uvedenou charakteristiku knihy.

Ukazky uloh

Poznamka: Nadale ,,¢islo“ znamenda ,kladné celé ¢islo“. V ori-
gindle autor pod pojmem ,integer® mini ,positive integer®.

1. Délitelnost

Tato kapitola je pé€knou ukédzkou, jak autor méni tradi¢ni
pristup zadavani Gloh ,DokaZte, Ze plati ...“ na vice motivujici
zadani ,Zjistéte, zda plati ...“, které v sobé obsahuje vyzvu
k objevovani. Za pfinosné téZz povazujeme, Ze jsou zarazena i
tvrzeni, kterd jsou nepravdivd. Ta jsou ¢asto zdrojem mnoha
dilezitych informaci.

Po sérii ¢iselnych prikladi nésleduji obecnéjsi Glohy, které jsou
v podstaté ukazkami dobfe zndmych tvrzeni z elementéarni teorie
Cisel.

Poznamka: Symbol a | b znamend ,¢islo a déli ¢islo b“.

Problem 1. Let P; = {1-2-3,2-3-4,3-4-5,4-5-6,...}. In
words, P; is the set of all integers which are products of three
consecutive integers. What is the largest integer which is a factor
of every integer in P37 Explain your reasoning. Now answer the
same question for Py, Ps, P>, explaining your reasoning in each
case. In general, what is the largest integer which is a factor of
every integer in P,?

Problem 2. For what (type of) integers n is 4 | (n? — n)? Justify
your answer.
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Problem 3. You know that 2 | 6, 6 | 24 a 2 | 24. Is this fact always
true, i.e. if a | b and b | ¢, is a | ¢? Likewise, 2 | 6, 2 | 24, and
2 | (6 + 24). Is this fact always true, i.e. if a | b and a | ¢, is
a | (b+ c)? Justify your answer.

Problem 4. Determine whether each of the following statements is
true or false. For those which are true, construct a proof; for those
which are false, find a counterexample.

(a) If a{band b{fc, then afec.

(b) If a{b and a tc, then a{ (b + c).

(c) Ifa|band c|d, then ac | bd.

(d)Ifa|cabd]|c, then ab|c.

(e) If a | b, then a? | b2.

Problem 5. If a | b and b | a, what can you conclude about a and
b? Justify your answer.
Problem 6. Consider the first n integers 1, 2, 3, ..., n. Rearrange
them in any way you want, listing them as a, as, ..., a,. (For
example, 5, 3, 4, 1, 2 is a rearrangement of 1, 2, 3, 4, 5 and in our
notation a; = 5, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 1, and as = 2). Form the
product P = (a; —1)(az —2)...(a, —n). [The product P may be
a negative integer or zero.] In the example above P = (5 —1)(3 —
—-2)(4-3)(1-4)(2-5) = 36.

Show that if n is odd, P is even. (That is, as long as n is odd,
no matter how the integers 1, 2, 3, ... are rearranged, the product
P is even!) By convention, 0 is considered an even integer.

*x Kk %k

Uloha 1. Necht P; = {1-2-3,2-3-4,3-4-5,4-5-6,...}. Slovy, P;
je mnozina vSech Cisel, kterad jsou soufinem tfi po sobé jdoucich
Cisel. Jaké nejvétsi Cislo je délitelem kazdého ¢isla v P37 Svou
uvahu vysvétlete. Nyni zodpovézte stejnou otdzku pro Py, Ps, P
a svou uvahu vzdy vysvétlete. Obecné, jaké je nejvétsi Cislo, které
je délitelem kazdého ¢éisla v P,?

Uloha 2. Pro jaka &isla (jaky typ &isel) n plati 4 | (n?2 — n)? Svou
odpovéd zdivodnéte.
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Uloha 3. Vite, ze 2 | 6, 6 | 24 a 2 | 24. Plati to vzdycky, tj. jestlize
albab|cjeialc? Podobng 2|6,2|24a2]| (6+24).
Plati to vzdy, tj. jestlize a|baa|c,je a| (b+ c)? Svou odpovéd
zdivodnéte.

Uloha 4. Zjistéte, zda jsou néasledujici tvrzeni pravdivd nebo
nepravdiva. Pravdiva tvrzeni dokaZte, u nepravdivych najdéte
protipriklad.

(a) Jestlizeatbabtc, pak atec.

(b) Jestlize atbaatc pak at (b+c).

(c) Jestlize a | b a c | d, pak ac | bd.

(d) Jestlize a|cab|c, pak ab| c.

(e) Jestlize a | b, pak a? | b2.

Uloha 5. Jestlize a | b a b | a, co mizZete Fici o a a b? Svou odpovéd
zdivodnéte.

Uloha 6. UvaZujte prvnich n &sel 1, 2, 3, ..., n. Usporadejte je
libovolnym zptisobem a oznaéte je a3, as, ..., a, (napfiklad 5, 3,
4, 1, 2 je usporadani ¢&isel 1, 2, 3, 4, 5 a v naSem zépise a; = 9,
as =3, a3 =4, a4 =1 aas = 2). Vytvorte soudin

P = (a1 —1)(az —2)...(an — n).

[Soutin P mize byt i zdporné celé Cislo nebo nula.] V nasem
pripadé
P=(5-1)3-2)(4-3)(1-4)(2-5) = 36.

UkaZte, Ze pokud je n liché, P je sudé (tedy pokud je n liché,
P je sudé, at jsou &isla 1, 2, 3, ..., n uspofddana jakkoli!). Nulu
povazujeme za sudé Cislo.

Pokracovdni pristé.



