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CTYRI KOSTKY
HLAVOLAM NEJEN PRO DLOUHE ZIMNI VECERY

HELENA DURNOVA

Uloha o ¢tyfech kostkéch nepatii sice mezi populdrni hlavolamy
typu Rubikovy kostky, av§ak na rozdil od ni lze ¢tyri kostky lehce
vyrobit. Podobné jako u Rubikovy kostky, i v pripadé ¢tyr kostek
je uloha formulovéna velmi prosté. V tomto kratkém prispévku
najdete nejen navod pro feSeni hlavolamu, ale také stru¢ny navod
pro testovani vami vyrobené sady kostek.

Hlavolam ,,¢étyri kostky“ se, jak nazev napovida, sklada ze ¢tyr
krychli. Kazda ze Sesti stén kazdé krychle je obarvena jednou ze
¢tyf barev. Na obr. 1 je priklad sité jedné takové krychle (misto
barev jsou pouzity obrazce).

Obr.2a
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Obr.2b
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Obr. 1 Obr. 2a,b

Nasim ukolem je postavit kostky do hranolu 1x1x4 tak, aby na
boénich sténéch takto vzniklého hranolu byly zastoupeny vSechny
Ctyti barvy. Obr. 2 ukazuje, jak by mohl takovy ,hranol“ vypadat.
Na obrazku 2a je uveden pohled shora a zepredu, na obr. 2b pohled
zespodu a zezadu.

Nyni ukdZeme postup reSeni hlavolamu pro jednu sadu kostek.
Pro nazornost uvadim sité jednotlivych kostek (viz obr. 3).
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Kostka ¢.1 Kostka & 2

Kostka £.3 Kostka .4

Obr. 3

Poskladat kostky tak, aby vyhovovaly zadani hlavolamu jisté
1ze (viz obr. 4).

Je tedy vidét, Ze reSeni pro toto obarveni ¢tyr kostek existuje.
Otazkou vSak zistava, jakym zpuisobem lze k feSeni dospét.
Zacfneme-li skladat kostky zkusmo, narazime na drobny problém:
vidime jen dvé stény hranolu. (Bereme kostky jako celek, skryté
bo¢ni stény nds nezajimaji). Samozfejmé mulzeme zkusit najit
reSeni postupnym zkouménim vSech moznosti. Tato metoda je
vSak Casové dosti naro¢nd. Pomoci teorie grafi vSak najdeme
feSeni snadno a rychle — poptipadé stejné rychle zjistime, ze
hlavolam pro dané obarveni stén krychli feSeni nema.

Uvedme nékolik specidlnich pfipadi obarveni étyf kostek.
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Pohbd shora
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Obr. 4

Mame-li Ctyri jednobarevné kostky, reSeni je nasnadé: je-li
kazda kostka obarvena jinou barvou, vyhovuje libovolné sestaveni
kostek.

Podivejme se, jak souvisi reSitelnost s poéty stén obarvenych
jednotlivymi barvami. Mame-li napt. sadu kostek, v nizZ jsou pouze
tri zelené stény, je ziejmé, ze tloha nemé reSeni. Podobné situace
nastane, mame-li sice ,dostatek® stén dané barvy, ale tyto stény
jsou nevhodné umisténé. (Napiiklad tak, Ze jedna ze Ctyr stén
dané barvy ztstane vzdy stejna.)

Nez ukdzeme zpisob hledani vyhovujiciho sestaveni ¢tyr kos-
tek, pripomenme si nékolik pojmi z teorie grafi.

Graf se sklada z uzli (nékdy nazyvanych vrcholy) a hran. Uzly
si predstavujeme jako body v roviné, hrany jako Cary spojujici
uzly. Hrany jsou v naSem pfiipadé neuspordadané dvojice uzld.
Dale rikame, Ze uzel u je incidentni s hranou h, jestlize uzel u
je koncovym bodem hrany h. Smyckou nazveme takovou hranu,
ktera zaina a konéi v témze uzlu. Stupném wuzlu nazveme ¢islo
oznacujici pocet hran incidentnich s danym vrcholem. Podgrafem
G' grafu G nazveme mnozinu sestavajici z nékterych uzli grafu G
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a z nékterych hran grafu G takovych, ze oba koncové uzly hrany
ndlezi podgrafu G'. Podgraf G’ grafu G se nazyva faktor, obsahuje-
li vSechny uzly grafu G a nékteré jeho hrany. Pravidelngm grafem
nazveme takovy graf, v némzZ maji vSechny uzly stejny stupen.
Koneény souvisly® pravidelny graf druhého stupné nazyvime
kruznici.

Mozna si feknete, ze kostky si lze téZzko predstavit jako body
a Cary v roviné. Spojovat uzly-mésta hranami-silnicemi se zda
celkem prirozené, avSak jak popsat grafem ctyri kostky?

Reprezentace étyr kostek grafem

Pro zndzornéni hlavolamu grafem vyuzijeme toho, Ze neménnou
charakteristikou kazdé kostky je ,trojice dvojic“ protéjsich stén.
Pro reSeni hlavolamu vyuzijeme z kazdé kostky pravé dvé z
téchto dvojic. Kdyz kostkami otad¢ime, poloha stén se sice méni,
dvojice barev na protéjSich sténach vSak zlstavaji tytéz. V nasem
grafu budou tyto dvojice protéjsich stén reprezentovany hranami,
jednotlivé barvy pak uzly. Pro jednu kostku tak ziskame graf
na Ctyfech uzlech (reprezentujicich barvy), v némZ vzdy dva
uzly budou spojeny hranou pravé tehdy kdyz kostka obsahuje
dvojici protéjsich stén obarvenych danymi barvami. Pokud kostka
obsahuje dvojici protéjSich stén téze barvy, zndzornime tuto
dvojici smyc¢kou (viz obr. 5).

Chceme-li nyni do téhoZ grafu znézornit dvojice protéjsich
stén vSech Ctyr kostek, bude vhodné odliit hrany reprezentujici
rtizné kostky. Ocislujme tedy kostky ¢isly 1, 2, 3 a 4. Analogicky
ocislujeme jednotlivé hrany grafu — podle toho, na které kostce
se dvojice barev vyskytuje na protéjSich sténach. Vysledny graf
bude mit 4 uzly a 12 hran: po tfech hranach ocislovanych éisly 1,
2, 3, 4 (viz obr. 6).

8 Pripomefime, Ze graf se nazyvd souvisly, kdyZ jsou hranami propojeny
libovolné dva uzly.
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Obr. 5 Obr. 6

Reseni hlavolamu pomoci ziskaného grafu

Nyni je tfeba informace zakreslené v grafu zpracovat — tj. zjis-
tit, zda existuje reSeni hlavolamu. UkaZeme, Ze reSeni urcuji dva
pravidelné faktory stupné 2 grafu G. MnoZiny hran téchto dvou
faktort musi navic byt disjunktni. Pravidelny faktor 2. stupné
grafu G urCuje sestaveni napf. pfedni a zadni (resp. horni a dolni)
stény hranolu sestaveného z danych ¢tyr kostek. Pro na$ priklad
dostavame napf. tento vyhovujici faktor (viz obr. 7).

&0
Obr. 7
Tento faktor nam rika, které dvojice protéjsich stén se budou
vyskytovat v hranolu na predni a zadni strané. Kterd ze dvou

barev vSak bude na strané predni a ktera na strané zadni? Pokud
to neni pro ¢tenafe samoziejmé, osvétli postup sestavovani obr. 8.

Padnd stina

Predn. stina

Obr. 8
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V grafu sestavajicim ze stejnych uzld, avSak bez hran pouzitych
v pfedchozim faktoru, budeme nyni analogickym zptsobem hledat
faktor urcujici sestaveni horni a dolni stény hranolu. (Pokud se
nam to nepovede, bude nutné jesté zjistit, zda nenajdeme jinou
dvojici faktord uréujicich sestaveni kostek do hranolu.) Je totiz
mozné, ze jsme vybérem prvniho faktoru vyloucili ,nevhodné
hrany“ a tim jsme zablokovali moZnost sestavit kostky tak, aby
to vyhovovalo zaddni. Zbyvajici dvojice protéjSich stén kostek
zustanou skryté. '

Obr. 9

Reseni odpovidajici faktortim na obrézcich 7 a 9 je uvedeno na
obrazku ¢. 4.

Nalezeni vSech reSeni a zjisténi obtiZnosti hlavolamu

Nepovede-li se nalézt reSeni pfimo vySe popsanou metodou,
miiZeme jesté vyzkouset postup, ktery najde VSECHNA sestaveni
Ctyr kostek do hranolu: nejprve najdeme vSechny mozné faktory
grafu G (pravidelné, stupné 2), a potom zkouméme, které z nich
neobsahuji tytéz hrany. Z néasledujiciho je z zfejmé, Ze pro nasi
konkrétni sadu kostek existuji 3 rizné faktory (oznacené A, B a
(), z nichz v8ak pouze AC a BC vyhovuji pozadavku prazdného
priniku mnozin hran.

Obr. 10

Vyse popsanou metodu mtzeme také pouzit, chceme-li zjistit,
jak obtizny je konkrétni hlavolam. Pro vySe uvedenou sadu kostek
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uz poclet vSech reSeni zname. Vzhledem k tomu, Ze celkem je
41472 = 3-24-24-24 moznosti pro sestaveni ¢tyt kostek do hranolu,
lze usoudit, ze sestavit vhodnym zptsobem tuto konkrétni sadu
kostek zkusmo bude pomérné obtizné. Naproti tomu za pomoci
teorie grafi je treba vyzkouSet pouze 3 -3 -3 -3 = 81 moznych
faktor — kruznic (z nichz ne v8echny jsou disjunktni).

Chceme-li obarvit ¢tyri kostky tak, aby dany hlavolam mél
reSeni, sta¢i pochopitelné obarvit nejprve hranol ,,v kuse®, potom
obarvit zbyvajici dvé stény na kazdé kostce a nakonec zjistit, jak
slozity je vznikly hlavolam. (V pfipadé, Ze je hlavolam pfili§ lehky,
muzeme zkusit stény prebarvit.)

Na zavér uvadim sité kostek jiné sady. Na téchto kostkach si
miuiZete popsanou metodu vyzkouset sami.

kastka ¢ 1. Kostha ¢.2

Kostka ¢. 3 Kostke € %



