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SOUCET MOCNIN
PRVNICH » PRIROZENYCH CISEL
aneb
HRA CISEL MAMIVA

s EMILEM CALDOU

V nasledujicich radcich odvodime zndmé vzorce

Zk =g(n+1),

k=1

ikz =Z(n+1)(2n+1)
=5 ,

k=1

& 3 n’ 2

k=1

zpusobem, ktery asi prili§ znamy neni. K odvozeni prvniho
nepotfebujeme skoro nic, k odvozeni dalSich dvou vystad¢ime se
zékladnimi poznatky o aritmetické posloupnosti.

Uréime nejprve soucet 1 + 2 + 3 + -+ + n, kde n je libovolné
prirozené Cislo, a to pomoci tabulky slozené z n radki a n + 1
sloupcti, v nichZ jsou rozmistény nuly a jednicky tak, zZe v k-tém
fadku (k = 1,2,...,n) je k jednicek an + 1 — k nul:

1000 ... 00O
1100 ... 000
1110 0 0O
1 111 1 00
1 111 1 10

Je zcela zfejmé, Ze vSech Cisel v této tabulce je n(n + 1), Ze vSech
jednicek je vni 1+ 2+ 3+ -+ n a vSech nul také. Plati tedy

20+2434+---+n)=n(n+1)
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neboli i
1+2+3+--+n=zn(n+1).
Tim je prvni z vySe uvedenych vzorci odvozen.

K urceni souétu 12 + 22 + 3% + --- + n?, kde n je libovolné
prirozené ¢islo, pouzijeme tabulku, jejiz k-ty fadek se pro vSechna

k=1,2,3,...,n sklada z k ¢isel, z nichz kazdé je rovno k:
1
2 2
3 3 3
4 4 4 4
n n n n n

Urcime soucet vSech éisel v této tabulce, a to dvéma zpisoby:
seCteme je nejprve po radcich a potom po sloupcich.
Soucet vSech k Cisel k-tého fadku pro vSechna k =1,2,3,...,n
je
k+k+k+-+k=k,

takze souet v8ech C&isel tabulky po Fadcich je roven Y ,_, k2.

Sec¢teme-li vSechna ¢&isla tabulky po sloupcich, vznikne vyraz
1 1 1
-2~n(n+1)+ §(n—- 1)(n+2)+-2-(n—2)(n+3) ++(n+(n-1))+n,
ktery vyjadiime ve tvaru

[(n=0)(n+1)+(n—-1)(n+2)+(n—-2)(n+3)+...

N =

+(n=(m=-2)n+n-1)+@n-(n-1))(n+n)] =

_ %ni(n—k)(n+k+l).
k=0
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Upravou vyrazu (n — k)(n + k + 1) = (n®> + n) — (k% + k)
dostaneme, Ze hledany soucet je

S
|
—

n—1 n—1
1 1 1
2 - 2 - 2_ -
(k“+ k) = 2n(n +n) 5 kEZOk 5 kzzok

Lﬂta

=
5;” +n)—

>~
Il

0

a dosazenim

n—1 n—1 1
Dk =) k=5M-1n
k=0 k=1

El& Zkz n2+zn:k2
k=1

zjistime, Ze soucet v8ech ¢isel tabulky po sloupcich je dan vyrazem
~n(n® +n) zk2——n—1)

Tento vyraz je vSak roven souctu vSech ¢isel tabulky po radcich,
takZe plati

—n(n? +n) %i n—l)n—Zk2

Odtud uz snadno vypocteme

k= én(n +1)(2n+1).

-

Zbyva ndm uz jen uréit soudet 13 +23 + 3% + ... +n3 kde n
je libovolné prirozené ¢islo. Vyjdeme z tabulky slozené z n radki,
ve kterych jsou umisténa po sobé jdouci lichad pfirozena éisla tak,
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ze jejich polet v kazdém radku je roven poradovému ¢islu tohoto
radku (pocitano shora):

r r+2 r+4 r+6 r+8 ... s

UkéaZeme nejprve, ze soucet Cisel k-tého radku této tabulky je pro
vSechna k = 1,2,3,...,n roven k3.

Ozna¢me m prvni ¢islo k-tého fadku a mysleme si, Ze posloup-
nost lichych prirozenych ¢isel je rozloZzena do skupin tvorenych
¢isly jednotlivych radka: (1), (3,5), (7,9,11), (13,15,17,19), ...,
(...,m=2), (m,...). Cislom je tedy prvnim ¢lenem k-té skupiny,
coz znamena, ze v posloupnosti 1,3,5,7,9,11,... mé poradové
Gislol1+2+3+---+(k—-1)+1=3(k-1)k+1=2(k*-k+2).
Plati proto

m=2%(k2—k+2)—1=k2—k +1,
takze k-ty radek je tvoren Cisly
K ~-k+1, k*—k+3, k®—-k+5, ..., kK -k+(2k-1);
jejich soucet je
%k[(lc2 —k+1)+ (K +k-1)] =k
Odtud plyne, ze soucet vSech Cisel dané tabulky, kterd méa n

radkd, je Yo, k3.
Soucet vSech Cisel této tabulky je vSak také roven vyrazu

1
1+3+5+7+---+s=§p(1+s),
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kde p je pocet vSech ¢isel této tabulky, tj.

1
p=1+2+3+---+n=-2—n(n+1);

pro &islo s plati s = 2p — 1, nebot toto éislo je p-tym c¢lenem
posloupnosti vSech lichych prirozenych ¢isel. Dosazenim za s a p
do odvozeného vztahu dostavame, Ze soucet vSech Cisel v dané
tabulce je

1 1 1
1+3+5+7+---+s=§p(1+s)=§p-2p=p2=Zn2(n+1)2.

Porovnanim obou vyrazi, které jsme ziskali pro soucet vSech
¢isel nasi tabulky, je poZadovany vzorec odvozen:

2 1
Zk3 = an(n+ 1)2 .
k=1

Znamym disledkem tohoto vztahu je rovnost
PB+22+33 4+ +nf=1+24+3+---+n)?,

ktera plati pro vSechna prirozena ¢isla n.

Nase hra s &isly je tim u konce. Ctenaf vSak truchlit nemusi,
nebot se jednalo o pouhou epizodu hry nikdy nekonéici.



