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KOLIK ZELENYCH LISTKU MA JEDLE
ANEB JAK SCITAT A NASOBIT
PRES PRAZDNOU MNOZINU

BOHDAN ZELINKA

Méjme mnozinu M a zobrazeni f této mnoziny do néjaké
mnoziny Cisel. Pak samozrejmé dobfe vime, co je

Y f@) a ] s

TEM TEM

To prvni je soufet hodnot f(z) pro vSechny prvky z mnoZiny
M, to druhé je jejich soudin.

Ale ted pozor! MnoZina M muze byt také prazdna mnoZina 0.
Jak budeme séitat a nasobit potom? Chceme prece dostat néjaké
presné Ciselné hodnoty. A co dostaneme z ni¢eho?

Chceme-li néco dodefinovavat, méli bychom se snazit, aby to
bylo v souladu s tim, co uz tady mame. Necht plati M = K|J L,
KN L = 0. Potom zfejm&

Y@= f@)+) f@)

TEM zeK zel
I[ 7@ = (H f(:v)> (H f(rv)>
zeEM zek zEL

Specidlné pro kazdou mnozinu M plati M = M J0, M0 =
= (. Tedy

DY@+ f@) =) f(a)
zEM z€D zEM
a z toho

> f@)=0

z€eD
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Je to zcela prirozené; nic jsme nes€itali a také ndm nic ne-
vzniklo. Pro souéin bychom méli

(n f(w)> (II f(w)) ~ I f@

TEM z€D zeEM

a z toho

II f@) =1

z€D

To je trochu jiné, ale zfejmé je to také Gcelné definovano.

To mame tedy aritmetické operace. Podobné vSak muzeme
mit zobrazeni F mnoZiny M do néjaké soustavy mnozin (tj.
mnoziny mnozin). Potom bychom se zajimali, co je |J, ¢ F() a
Nzerm F(x). Madme zase

( U F(m)) U (U F(x)) = |J F(=) ,

TEM z€eD TEM
( N F(x)) N ( N F(m)) = [ F=)
TEM zeD zeEM

Z toho (zase vzhledem k tomu, Ze to ma platit pro kazdou
mnozinu M) bychom tedy dostali

UF@) =0, Fe)=u ,

z€D zq0

kde U by bylo mnozZinové univerzum, kterého pravé uzivame.
(Zdtiraznéme, Ze mnozinové univerzum neni nic absolutné daného;
je to néco, co si volime sami podle svych potfeb.) Je to tedy dost
obdobné tomu predeslému.

Analogii sumacéniho znaménka jsou v predikatové logice kvan-
tifikatory. Obecny kvantifikdtor V predstavuje provedeni operace
konjunkce & pres vSechny prvky dané mnoziny. U existenéniho
kvantifikatoru jde zase o disjunkci V. Kdybychom méli jen kone¢né
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mnoziny pfedmétl, o nichz vyslovujeme predikaty, nepotrebovali
bychom vlastné kvantifikadtory zavadét. Je-li M kone¢né mnoZina,
M = {x17m27 ooy .'En}, pa'k

(Vz € M)P(z) = P(z1)&P(z2)& ... &P(z,) ,

(EixEM)P(a:):P(a:l)VP(mg)\/VP(:cn)

Kvantifikidtory tady slouZi k tomu, abychom mohli provadét
operace konjunkce a disjunkce pres libovolné mnoziny. Opét mame
pro libovolnou podmnozZinu M referenéni mnoziny a libovolny
predikat P

((Vz € M)P(z)) & ((Vz € 0)P(z)) = (Vz € M)P(z)

((3z € M)P(z)) V ((3z € B)P(z)) = (3x € M)P(z)

To by ndm mélo dévat
VzeP)P(z)=1 , (BzeP)P(z)=0

Reéeno slovy, predikdt P maji vSechny prvky prazdné mnoziny
(kdyz si to ,,zdemorganujeme, neexistuje prvek prazdné mnoziny,
pro néjz by platila negace P, s ¢imz muzeme jediné viele souhla-
sit). Na druhé strané neni pravda, Ze by existoval prvek prazdné
mnoziny, pro néjz by platilo P. A vychéazi to docela spravné. My
totiz o prvcich prazdné mnoziny muzeme tvrdit cokoliv, kromé
toho, ze existuji.

V této souvislosti se zminime i 0 pojmu zobrazeni. Jak to vibec
je? Existuje zobrazeni prazdné mnoZiny do jiné mnoZiny nebo
obréacené zobrazeni néjaké mnoziny do prazdné mnoziny?

Vyjdéme z definice. Zobrazeni z mnoziny .A do mnoziny B je
jistd podmnozina ¢ kartézského soucinu A x B. Ta ma tu vlastnost,
ze kazdy prvek a € A se vyskytuje nejvySe v jedné usporadané
dvojici (a, b) € ¢ na prvnim misté. Pokud jde o zobrazeni mnoziny
A (bez pfedlozky) do mnoziny B, vyskytuje se kazdy prvek a € A
pravé v jedné dvojici (a,b,) € ¢ na prvnim misté. Necht A4 = 0
a zkoumejme zobrazeni prazdné mnoziny () do mnoZiny B, které
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muze byt libovolnd. Mdme ¢ C @ x B. Plati oviem @ x B = 0,
protoze jde o mnozinu usporadanych dvojic, jejichz prvni prvek
je z prazdné mnoziny. Takové prvky neexistuji, neexistuji tedy
ani dvojice (a,b) s a € 0, b € B. Zobrazeni ¢ by mélo byt
podmnozinou mnoziny () x B, coz je mozné jediné tehdy, je-li
@ = 0, tedy ¢ je prazdné zobrazeni. A takové zobrazeni skuteéné
je zobrazeni mnoziny () do B. MuZeme fici, ze kazdy prvek z ()
(zddny neexistuje) se vyskytuje pravé v jedné dvojici z ¢ (tyto
dvojice také neexistuji). Mluvime o neexistujicich prvcich, aniz
bychom o nich tvrdili, Ze existuji; a to prece smime. Existuje tedy
pravé jedno zobrazeni prazdné mnoziny () do libovolné mnoziny B
(véetné pripadu B = 0); je to prazdné zobrazeni.

Vezméme nyni opa¢ny pripad. Mé&jme A # 0, B = () a budiz ¢
zobrazeni mnoziny A do mnoziny (. Mdme ¢ C A x §) a oviem
A x 0 = (. Zobrazeni ¢ by tedy mélo byt, stejné jako vySe ¢,
prazdné zobrazeni. Podle definice by se kazdy prvek mnozZiny A
mél vyskytnout pravé v jedné dvojici (a,b) € 1 na prvnim misté.
PotiZz je v tom, Ze ty prvky a € A existuji, zatimco ¥ = 0.
V (prézdné) mnoziné dvojic ¥ se prosté nemohou vyskytovat
dvojice s prvnim prvkem z A a to je spor s predpokladem, Ze
prazdné zobrazeni je zobrazeni mnoziny A do prazdné mnoziny ().
Z4dna jind podmnozina kartézského souéinu 4 x () neexistuje, tedy
neexistuje zobrazeni mnoziny A do prazdné mnoziny. Mize ovSem
existovat zobrazeni z A do (; je to zobrazeni jisté podmnoziny
mnoziny A, konkrétné mnoziny () do ). Plati tedy toto:

Existuje pravé jedno zobrazeni prazdné mnoziny @) do libovolné
mnoziny B (véetné pripadu B = (). Zobrazeni mnoziny A do
prazdné mnoziny () existuje pravé tehdy, je-li A = 0, a tehdy je
pravé jedno.

Vime, ze pocet zobrazeni mnoziny A do mnoziny B (pokud jsou
obé& koneéné), je |B|Al. A z vySe uvedeného plyne to, co uz vime
o mocninach, tedy ze n® = 1 pro kazdé celé n > 0 (tedy i 0° = 1),
zatimco 0" =0 pron > 1.

Prazdné zobrazeni je rovnéZ jedinym zobrazenim mnoZiny ) na
0, tedy jedinou permutaci mnoZiny @); proto plati také 0! = 1.

A po té davce formalni logiky si trochu odsko¢me. Jan Neruda
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si ve svych ,,Obrazech z ciziny“ v§ima rumunské lidové poezie.
Zvl4sté pak popisuje jednu jeji formu, lyrickoepickou basen zvanou
doina. Kazd4 doina zacind oslovenim zeleného listku: ”Foaie
verde ...”. Nasleduje ovSem oznacleni rostliny, ze které ten listek
mé byt. A to je predznamendni tématu basné. Zeleny listek
z ruze predznamendva téma lasky, zeleny listek z dubu zase
téma hrdinstvi. Nejsmutnéjsi je osloveni: ”"Foaie verde bradului”,
osloveni zeleného listku jedle. To proto, Ze se obraci k prvku
prazdné mnoziny; jedle je totiZ jehliénan a Zadné listky nema.
A tak toto osloveni predznamenéava nejsmutnéjsi téma, smrt.
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