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OD UROKOVEHO POCTU K CISLU ¢ (1)

RENATA SIKOROVA

Pro kazdou védu je velmi dulezité analyzovat svoji historii.
PrestoZe moderni trendy stale vice inklinuji k humanitnim védam,
historie matematiky zistava stale pritazliva. ,,Zakladni pravdy”
vyslovené pred stovkami i tisici let se neméni a porad nés uchva-
cuji svou kréasou, stejné jako uchvacovaly vSechna predchéazejici
pokoleni. S {isly lidé zépasili vlastné jiz od doby, kdy se zacala
zaznamenavat historie. Mezi ty nejzajimavéjsi patfi trojice Cisel:
m, zlaty Tez a e.

Zatimco historie ¢isla 7 a zlatého rezu saha az do starovéku,
historie e preklenula teprve asi Ctyrli stoleti. Prestoze m4a ¢islo
e obrovsky vyznam nejen pro matematiku, ale i spoustu véd
pfibuznych (fyzika, astronomie, ...), byvd u studentl nejhtfe
pochopitelné a nejméné oblibené. Je to Skoda, protoze existuje
mnoho zpusobt, jak se s timto éislem lépe seznamit. V sérii
¢lanki, které budou vychéazet v Uciteli matematiky, se postupné
s nékterymi z nich seznamime.

Nejprve se zamérime na problematiku, ktera provazi lidstvo jiz
od nepameéti. Jsou ji finanéni zalezitosti. Budeme se zabyvat velmi
dtlezitou oblasti ve finanénictvi: Grokovym pocétem.

Urok, jak vSichni dobfe vime, je poplatek za ptjéeni penéz.
Zvyk uctovat tento poplatek sahd do pocéatkd zaznamenavani
historie; jiz v nejstarSich ndm zndmych matematickych textech
nalezneme tulohy, které se tykaji urokt. Napriklad na hlinéné
desti¢ce z Mezopotamie, datované kolem roku 1700 pf.n.l. (nyni
se nachdzi v Louvru), najdeme nésledujici problém: ,Kapital
v hodnoté 1 gur byl pijéen na Grok rovny jedné pétiné roc¢né.
Za jakou dobu se kapitél zdvojndsobi?”3; viz nap¥. [Ko]. Protoze
se urok z kapitdlu na konci kazdého roku pridava k hotovosti,
aby v dalSich letech opét prinaSel aroky, rika se, ze jde o sloZené
urokovani.

3Gur byl mezopotidmskou jednotkou pro objem sypkych hmot. Cinil
pfiblizn& 0,3m3; stejnym ndzvem se oznafovala i jednotka mény.
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ZapiSme tento problém matematicky. Vime, Ze na konci kaz-
dého roku suma vzroste o jednu pétinu, tj. ¢astku vynésobime
Cinitelem 1,2. KdyZ ptivodni ¢astku ozna¢ime P, budeme mit na
konci prvniho roku kapital 1,2 - P, na konci druhého roku 1,2 -
-(1,2- P) = (1,2)2 - P, a po z letech (1,2)® - P. ProtoZe suma se
ma4 oproti ptivodni ¢astce zdvojndsobit, mdme (1,2)* - P = 2- P
a dostdvame se k rovnici (1,2)* = 2. VSimnéme si, Ze pivodni
Castka se v rovnosti nevyskytuje.

Vyfesit tuto rovnici pro nas neznamenéa zadny problém. Pouzi-
jeme logaritmy a dostavame:

log(1,2)* = log 2

zlog 1,2 = log 2

z= 82 - 35018
log 1,2

Logaritmy ovSem Babylénané neznali. Presto byli schopni najit
pfiblizné feSeni. Jak? Vsimli si, Zze (1,2)® = 1,728 je mensi nez 2,
zatimco (1,2)* = 2,0736 je vétsi nez 2; takZe x musi mit hodnotu
mezi 3 a 4. K zazZeni intervalu pouzivali postup dnes znidmy
jako linearni interpolace, tj. nalezeni ¢isla, které rozdéluje interval
od 3 do 4 ve stejném poméru jako dvojka rozdéluje interval od
1,728 do 2,0736. Tato mySlenka vede k linedrni rovnici pro z,
kter4 se d& jednodu3e vyiesit pomoci elementarni algebry. BohuZel
Babylénané neznali naSe moderni algebraické metody a nalezeni
potfebnych hodnot pro né nebylo tak jednoduché. Presto jejich
reSeni x = 3,7870, coz jsou asi 3 roky, 9 mésici a 13 dnt, se jen
malo 1i8i od spravné hodnoty 3,8018 (asi 3 roky, 9 mésict a 18
dnit).4

K vypocétim pouzivali Babylénané jisty druh tabulek. Svédéi
o tom zachovalé hlinéné desticky, na nichz je seznam prvnich deseti
mocnin ¢isel 1/36, 1/16, 9 a 16. Zda se, Ze tyto tabulky nebyly

4Pro zajimavost uvedme, Ze Babyl6tiané nepouZivali desitkovy systém (ten
se zatal pouZivat a¥ v raném stfedovéku), ale systém Zedesitkovy. ReSeni
problému bylo na hlin&né destice zapsano jako 3;47,13,20, coZ je 3 +47/60 +
+ 13/602 + 20/603 (tedy pfiblizné 3,7870).
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ureny k obecnéj$imu pouZiti, slouzily pouze ke konkrétnimu
ucelu, jakym bylo slozené arokovéani.

My se na chvili u slozeného urokovani zastavime. Pokusime se
z vy$e uvedeného prikladu vyvodit, co se stane v obecném piipadé.
Predpokladejme, Ze vlozime zdkladni ¢astku P na konto, které
vypléaci ro¢ni r—procentni trok poditany sloZenym urokovanim
(pfi pocitani budeme vyjadiovat r jako desetinné ¢islo, napf. 0,05
misto 5%). To znamen4, Ze na konci prvniho roku bude nés kapitél
¢init (1+47)P, na konci druhého roku (1+7)% P, a tak aZ po t letech
budeme mit na kont& (1 +r)* P. Kdy% ozna¢ime toto mnozstvi S,
dostaneme:

S =(1+r)P. (1)

Tato formule je zakladem prakticky vSech financnich kalkulaci,
at uz se jednd o bankovni konta, ptjcky, hypotéky ¢ anuity
(pravidelné splatka dluhu).

Nékteré banky vSak pocitaji droky ne jednou, ale nékolikrat za
rok. Jak ale vypocitat aroky pro ¢ast roku? Uvazujme nasledujici
problém: ,Vlozime 100 na konto s 20% trokem. Jaky kapitél bu-
deme mit na konté za 21 roku, kdyz pocitdme i troky z troka?“
Tuto Glohu resili jiz v 16. stoleti TARTAGLIA (1500 — 1557) a GIE-
RONIMO CARDANO (1501 - 1576); viz napt. [Wa]. Shodné s nimi
predpokladdejme, Ze kapitdl naroste za pual roku na 110; vezmeme
polovinu roéniho drokového podilu a pouZijeme ji jako sazbu za
toto obdobi. Pak ovSem vezmeme tuto ¢astku a pouzijeme ji jako
zdklad pro trokovani na dalsi pilrok. Po roce tedy budeme mit
¢astku 121. Snadno nahlédneme, Ze k vypoctu ¢astky po 2% roce
lze pouzit vzorce (1), kde polozime P = 100, r = 0,1, protoze
polovina roéniho tirokového podilu je 10%, a t = 5, protoZe mame
5 pilroénich trokovacich obdobi. Po 2% roce budeme tedy vlastnit
asi 161.5

STartaglia a Cardano udélali ve vypo&tu chybu. Poéitali totiZ s &4stkou
120 za 1 rok (zapomnéli na uroky z aroki), za dva roky tedy mé&li 144, za t¥i
172%. Pak se jejich cesty rozeSly: Tartaglia poc&ital kapitdl z po 2% roce ze
vztahu 100 : 110 = 144 : = a doSel k vysledku z = 158%, zatimco Cardano
pouzil vztah 110 : 100 = 1724 : z a do3el k 157 .
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V bankovnim primyslu lze najit vSechny druhy uarokovacich
schémat: ro¢ni, ptlro¢ni, ¢tvrtletni, tydenni i denni. Piedpokla-
dejme, Ze urokovani probiha n krat ro¢né. Pro kazdé ,,pomérné
obdobi” banka pouZivad ro¢ni Grokovy podil déleny cislem n, tj.
r/n. Protoze za t let mame nt pomérnych obdobi, zdklad P se po
t letech zvedne na

S =(1+r/n)"P. 2)

Samoziejmé vzorec (1) je zvlastnim pripadem (2), kdyZz polozime
n=1

Bylo by zajimavé srovnat ¢astky penéz ziskané ze stejného za-
kladu po jednom roce pro rtzné arokovaci obdobi, kdyZ predpo-
klddame stejny ro¢ni urokovy podil. K tomuto Géelu pouzijeme
nasledujici priklad: ¢astka P = 100 na konté s r = 5% = 0,05 roc-
nim Grokovym podilem. Budeme dosazovat do vztahu (2) a pro
riaznd pomérna obdobi zapisovat vysledky do tabulky.

pomérné obdobi n r/n S

ro¢ni 1 0,05 105,00
pulro¢ni 2 0,025 105,06
kvartalni 4 0,0125 105,09
mésic¢ni 12 0,004166 105,12
tydenni 52 0,0009615 105,12
denni 365 0,0001370 105,13

Je docela prekvapujici, zZe ¢astka 100 irokovand denné vynasi
pravé o 13 setin vice nez irokovana ro¢né, a asi o jednu setinu vice
nez urokovana meési¢né nebo tydné. Nejsou to zadné velké rozdily.
Ale pozor, zalezi na tom, jak velky byl zaklad: investujeme-li napfr.
1000000, je rozdil mezi ro¢nim a dennim trokovanim 1267,50, a to
uz je lepsi.

Tak jsme si pripravili pidu pro to, abychom se konec¢né
dostali k jadru véci, tj. k &islu e. Uvazujme tedy specidlni pripad
rovnosti (2), pfipad, kdy r = 1. Znamend to ro¢ni drokovy
podil 100%. Ov8em s tak $tédrou nabidkou se nevynoii Zadné
banka, i kdyZ v dobé soucasného tunelovani a krachi se da
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otekdvat témér cokoli. Nicméné to, co my mame na mysli,
se netykd aktualni situace, ale je to hypoteticky pripad, ktery
mé dalekosahlé matematické duasledky. Pro dalsi zjednoduSeni
predpoklddejme, zZe P = 1 a t = 1 rok. Dosadime do rovnosti
(2) a obdrzime

S=(1+1/n)". (3)
Nasim cilem je prozkoumat hodnoty tohoto vyrazu pro rostouci
pfirozené ¢islo n. ZapiSeme je do nésledujici tabulky:

n_(1+1/n)" n_(1+1/n)"
1 2 100 2,70481383
2 2,25 1000 2,71692393
3 2,37037 10000 2,71814593
4  2,44140625 100000  2,71826827
5  2,48832000 1000000 2,71828047
10 2,59374246 10000000 2,71828169
50  2,69158802 100000000 2,71828181

Vypada to, ze jakykoli dalsi rist n neovlivni prili§ vysledek;
.zmény nastavaji na stale méné vyznamnych desetinnych mistech.

Je ovSem mozné, Ze nezdlezi na tom, jak je n velké, a hodnoty
(14+1/n)" se ,ustali“ nékde okolo ¢isla 2,718287 Kazdy, kdo se
seznamil se zdklady vy$si matematiky, vi, Ze této vagni formulaci
lze dat presny vyznam. Limitou vyrazu (1 + 1/n)" pro n jdouci
do nekonecna je ¢islo e.

Neni znadmo, kdo si jako prvni vS§iml zvlastniho chovani vyrazu
(1 + 1/n)™ pro n rostouci do nekone¢na. Je pravdépodobné,
ze to bylo pocéatkem 17. stoleti, kdy doSlo ke zrodu prvnich
logaritmickych tabulek. S nim je spojena trojice jmen: skotsky
Slechtic JOHN NAPIER (1550 — 1617), §vycarsky jemny mechanik
a hodindf JoosT BURGI (1552 - 1632) a anglicky matematik
HENRY BRIGGS (1561 — 1630). Napier byl tviircem tabulek, jez
obsahovaly prvnich 100 ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim
¢lenem 107 a kvocientem (1 —1077). Jeho logaritmy byly zaloZeny
na spojitém pohybu a lze je povazovat za predchidce dneSnich
logaritmt. Nespliiuji totiz jeSté podminku obecnych logaritmii, tj.

logzy = logz + logy.
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Logaritmy v dne$nim smyslu byly dilem Biirgiho (logaritmy
o zékladu (1 + 10-4)1°%) a Briggse, jenz po diskusi s Napierem
dospél k logaritmim o zdkladu 10.

Prvni nepfimy odkaz na ¢islo e se nachazi v [Na], kde se ob-
jevila pozndmka, kterd je ekvivalentni dneSnimu zapisu log, 10 =
= 2,302585; viz napf. [Sm]. OvSem do povédomi matematiki se
¢islo e dostalo az diky Svycarskému matematikovi LEONHARDU
EULEROVI (1707 — 1783). Euler nalezl e v souvislosti se zavadé-
nim exponencidlni a logaritmické funkce; viz napt. [Ve]. Na jeho
pocest je toto Cislo oznafovano pismenem ,e“ a nazyvano Eulero-
vym Cislem.

V piistim pokradovani nazvaném Cislo e a hyperbola uvidime,
ze i otazky, které nesouviseji se slozenym trokovanim, mohou vést
ke stejnému ¢islu.
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