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DVE ULOHY

O SILNICNI SITI VE SVAMBRANII
EMiL CALDA

Se Svambranii se nékteri étenafi uz jisté setkali, tfeba v uéebnici
Kombinatorika, pravdépodobnost, statistika, kde se v prikladu 1
¢lanku 1.5 pojednéava o poctu vSech moznych statnich poznavacich
znacek Svambranskych automobili. Na rozdil od tohoto prikladu
se v nasledujicich radcich budeme zabyvat §vambranskou silni¢ni
siti; neptijde samoziejmé o jeji technicky stav, ale o matematické
problémy, které jsou s ni spojeny.
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Pozoruhodnost silniéni sité tohoto statu nespociva totiz ani tak
v tom, ze kazda dvé Svambranska meésta jsou spojena jedinou
silnici, jako ve faktu, ze kazda tato silnice je jednosmérna. Dvé
takovéto sit€ s malym poctem mést (n = 5) jsou zndzornény na
obr. 1 a 2; je z nich vidét, Ze silni¢ni sit tohoto typu muize mit
radu nepfijemnych vlastnosti. Tak napf. automobilista nachézejici
se v mésté A; na obr. 1 nemiize se svym vozem dojet do mésta A,
ani Az a motorista bydlici v mésté B; na obr. 2 nemiZe z tohoto
mésta dokonce vibec vyjet! Zdanlivé 1épe jsou na tom majitelé aut
sidlici v mésté As na obr. 1: mohou sice ze svého mésta dojet do
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kazdého ze zbyvajicich, ale ze Zddného se nemohou vratit zpatky!
Rtzné podobné ,pozoruhodnosti“ se daji najit v kazdé silni¢ni
siti tohoto typu, ale nids budou zajimat jen ty, které jsou spole¢né
vSem.

UkéZeme nejprve, Ze v kazdé Svambréanské silniéni siti alespon
se dvéma mésty existuje aspon jedno mésto, které je vychozim
bodem trasy, na niz kazdé ze zbyvajicich mést lezi pravé jednou.
(Ctenar se muze presvédiit, ze v siti na obr. 1 existuje takovéto
mésto jediné — je to mésto A3 a prislusné trasa, kterou lze navstivit
vSechna mésta zbyvajici, je bud A3 — Ay — A5 — A4 — A; nebo
Az — Ay — A; — As — Ay; v siti na obr. 2 maji uvedenou vlastnost
mésta Bs, B3 a By.) Toto tvrzeni dokdZeme indukci podle pocétu
meést.

Je zcela evidentni, Ze pro dvé mésta tato véta plati. Budeme
proto predpoklddat, ze plati pro libovolny pocet n > 2; vychozi
mésto oznac¢ime A; a necht A; — Ay — Az ---— A, je trasa, kterou
lze (v tomto poradi) vSechna mésta navstivit. Pfipojme k témto
méstim dalsi mésto A,4+1 a rozliSme obé mozZnosti, které pro
silni¢ni sit s témito n + 1 mésty mohou nastat:

1. Silnice spojujici mésto A s méstem A,y; je pro vSechna

k=1,2,...,n jednosmérnd ve sméru od A, do A.

2. Silnice spojujici mésto Ay s méstem A, je aspon pro jedno
k=1,2,...,n jednosmérné ve sméru od Ay do Ap,4;.

/ : M\
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Obr. 3

Mame dokézat, Ze v obou téchto pripadech existuje mezi mésty

Ay, As, ..., An, Ant1 aspon jedno, které je vychozim bodem trasy,

na niz kazdé ze zbyvajicich mést navstivime pravé jednou. Z obr. 3,
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ktery ilustruje prvni z obou mozZnosti, je zfejmé, Ze hledanym
méstem je mésto A, a Ze prislusnd trasa je
Agay — Ay — Ag — 4 — Ay .

Ve druhém pripadé ze vSech mést A;, A, ..., A,, pro néz je silnice
vedouci do A,;; jednosmérnd ve sméru do A,4+; (aspon jedno
takové mésto existuje podle predpokladu), vybereme takové mésto
Ay, ze silnice spojujici kazdé z mést Agy1, Ag+2,. .., An s méstem
Any1 je jednosmérnd ve sméru od A, 41; na obr. 4 je tato situace
zndzornéna pro k = 4. Hledanym méstem je v tomto pripadé
mésto A; a prislusnd trasa je

Ay — Ay — - —Ap — Ant1 — Ag41 — Apq2 — - — Ay .
Tim je tvrzeni o Svambréanské silni¢ni siti dokazano.

Anvf

Y

O g —p 9 —2r 0 —>= 0 — 0 — == —= 0 — @
Ay Ay Ag Ay As A An-1 Ay
Obr. 4

Dokazeme je$té jednu vlastnost, kterd je spolecnd témto sil-
ni¢nim sitim s libovolnym pocétem mést: V kazdé Svambranské
silni¢ni siti alespon se dvéma mésty existuje aspon jedno mésto,
do kterého lze dojet z kazdého zbyvajiciho mésta primo nebo pres
nejvyse jedno dalsi mésto. (Ctenar se mize presvédéit, ze v silniéni
siti na obr. 1 maji tuto vlastnost mésta A;, A4 a As, zatimco v siti
na obr. 2 pouze mésto B;.) K dikazu tohoto tvrzeni pouzijeme
opét matematickou indukci.

Protoze pro dvé mésta véta zcela zfejmé plati, budeme predpo-
kladat, ze plati i pro libovolné n > 2; mésto, které lze danym zpu-
sobem dosahnout z kazdého ze zbyvajicich n—1 mést, oznac¢ime A.
Utvorime dale mnoziny P a @) takto: mnozina P je mnozina vSech
mést, ze kterych se do mésta A di dojet pfimo, mnozina @ je
mnozina mést, z nichz se do mésta A primo dojet ned4; z kazdého
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mésta mnoziny ) se tedy da dojet do mésta A jediné oklikou pres
néjaké mésto z mnoziny P. (Na obr. 5 jsou tyto mnoziny znézor-
nény pro sit z obr. 1 a za mésto A je zvoleno mésto As.) Pfipojme

P
(4

A“A5.

Obr. 5

nyni k témto n méstiim, které jsou rozdéleny do t¥i disjunktnich
mnozin {A}, P, @, dal$i mésto B a uvazme obé& moZnosti, které
pro silniéni sit s témito n + 1 mésty mohou nastat:

D
B ®

Obr. 6a

Obr. 6b
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1. Z mésta B existuje pfimé spojeni do A (viz obr. 6a) nebo
do né&jakého mésta z mnoziny P (viz obr. 6b). To vSak znamena,
ze z mésta B lze do mésta A dojet pfimo nebo oklikou pres pravé
jedno mésto; odtud plyne, Zze méstem, do kterého lze dojet ze
vSech zbyvajicich n mést pfimo nebo oklikou pres pravé jedno
jiné mésto, je pivodni mésto A.

2. Z mésta B do mésta A ani do zadného mésta mnoziny P
primé spojeni neexistuje, takze z meésta A i z kazdého mésta
mnoziny P existuje pfimé spojeni do B (viz obr. 6¢). A protoze
také z kazdého mésta mnoziny @ lze dojet do mésta B pres néjaké
mésto mnoziny P, je hledanym méstem dané vlastnosti mésto B.
Tim je i druhé tvrzeni o Svambranské silni¢ni siti dokdzano.
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Obr. 6¢
Na zavér si dovoluji vyjadrit nadéji, ze uvedené ulohy rozsiri
spektrum prikladl, kterymi jsou stfedoskolaci vzdélavani v tech-
nice diikazu matematickou indukeci.
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