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VYVOJ VYUCOVANI KOMPLEXNIM CISLUM
NA CESKYCH STREDNICH SKOLACH
OD EXNER-BONITZOVA PROGRAMU

MARTINA NEMECKOVA

Téma Komplexni ¢isla se v ucebnich osnovach nasich stred-
nich kol objevuje od roku 1849. Z pedagogického hlediska je vy-
znamnou skutecnosti, Ze setkani s komplexnimi ¢isly je pro zaka
situace, ktera se do té doby ve vyucovani matematice jesté nevy-
skytla. Do té doby mél moznost vztahnout nové matematické po-
jmy ke své predchézejici smyslové zkuSenosti. Predstava komplex-
niho ¢isla je kvalitativné nova: nenazorna, strukturalni, a proto
metodicky velmi naro¢na. Komplexni ¢isla nevznikla bezprostied-
nim odrazem reality. Jsou vytvorem konstrukce rozsifeni pole R.
Motivaci jejich vzniku nebyla bezprostfedni prakticka ¢innost ¢lo-
véka, ale vnitfni potfeby matematiky. To je hlavni davod, proc
je pro zéky Casto velmi obtiZzné pfijmout takové nové veliciny. Je
vsak dilezité tyto problémy pfekonat, protoZze pokud se zak s je-
jich existenci nevyrovna, zhorsuje si tim moznosti pro pochopeni
dalsich abstraktnich pojmi.

Podivejme se nyni, jak se vyvijel a ménil zpisob jejich vykladu
béhem témeér sto padesati let, od poloviny devatenactého stoleti
do roku 1989. Nejprve si struéné pripomenme vyvoj stfedoskol-
ského systému v naSich zemich. Jak jiz bylo feceno, pocatky mo-
derniho stfedniho skolstvi v ¢eskych zemich jsou spjaty s rokem
1849, kdy byl vydan Exner-Bonitziv Ndstin organizace gymnd-
zit a redlek v Rakousku-Uhersku. Tento program byl zakladnim
materidlem pro pfebudovani Skolského systému. Na jeho zakladé
byla spojena existujici Sestiletd gymnazia s filozofickym kurzem.
Nové vznikla osmiletd gymnazia zakonéena maturitou pfipravo-
vala zaky pro univerzitni studium. Kromé gymnéazii byl zaloZen
novy typ stfedni skoly poskytujici vSeobecné vzdélani — redlka
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(nejprve Sestiletd, od sedmdesatych let sedmileta zakoncend matu-
ritou), kterad pfipravovala pro studium na technikach. Na zakladé
zkuSenosti s uvedenymi typy stfednich kol vznikly béhem druhé
poloviny devatenactého stoleti dalsi typy stfednich Skol, které se
v sobé& snazily zkombinovat (s vét$im ¢ mensim dspéchem) vy-
hody gymnazii a realek.

Ceskou odpovédi na evropské moderniza¢ni hnuti byla tzv.
Marchetova reforma, ktera pfinesla nejen fadu zmén v organizaci
Skol, ale i obsahové zmény ve vyucovani matematiky. K dalSim
zménam doslo az v roce 1933, kdy byl zaveden jednotny nizsi stu-
perti stfedni Skoly, na ktery navazoval diferencovany stupen vyssi.

Rok 1948 pfinesl fadu zmén, které se nevyhnuly ani Skolstvi.
Ze Skolského systému byla odstranéna dualita; existoval jediny
druh vSeobecné vzdélavaci stfedni Skoly — ¢tyfleté gymnazium. Po
vzoru Sovétského svazu byly od roku 1953 zavedeny jedenactileté
stfedni Skoly, jejichZ posledni tfi (vybérové) ro¢niky nahrazovaly
stfedni §kolu. Nizka Groven jejich absolventd byla hlavni pfic¢inou
zruseni ,,jedendactiletek” a vzniku t¥iletych stfednich vSeobecné
vzdélavacich skol (SVVS).

Uvolnéni politického napéti ve spoleénosti bylo (pravdépodob-
né) jednou z pfi¢in ndvratu ke ¢tyfletym gymndaziim. V sedmde-
satych letech na nich dochdzi ke vzniku prvnich matematickych
tFid.

A7 na jediny Skolni rok (1953/54) byla komplexni ¢isla sou-
¢asti uciva matematiky na stfednich Skolach jizZ od druhé polo-
viny 19. stoleti. Objem poznatki zafazenych do tématického celku
komplexni cisla se s postupem casu zvétsoval, jak bylo mozné
usoudit z porovnani osnov matematiky v dil¢ich etapach sledo-
vaného obdobi, a jak se potvrdilo rozborem pouZzivanych ucebnic.
Z analyzy stfedoskolskych uéebnic vyplynulo, Ze z hlediska meto-
diky komplexnich éisel ve stfedoskolskych ucebnicich se vymezeny
casovy Usek rozpadne na dvé hlavni etapy, které se odlisuji celko-
vym pojetim komplexnich éisel.

Pruni obdobi trva ptiblizné do poloviny dvacitého stoletil®
se komplexni ¢isla definuji pomoci pojmil imaginarni jednotka 2

16 Je omezené vydanim udebnic [Fl] a [BT]; tedy roky 1862 a 1935.
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a ryze imaginarni ¢islo ai. Vyklad musel tedy pfirozené zacinat
zavedenim ryze imagindrnich ¢isel. Motivace pro jejich zavedeni
byla v podstaté dvoji:

Zhruba do poloviny prvniho obdobi to byla snaha osetfit vSech-
ny ptipady, které mohou nastat pfi odmociiovani realného &islal”
(tj. sudd nebo lichd odmocnina z kladného (nezdporného) nebo
zaporného ¢éisla). Pomysind cisla byla zafazena v casti ucebnice
vénované odmocrniovani. P¥i odmoctiovani byly probrany jednot-
livé moznosti, bylo vysvétleno, kolik bude vysledki a jaka budou
mit znaménka. V této souvislosti bych se méla podrobnéji zmi-
nit o sudé odmocniné z kladného ¢isla. Odmocnina totiz nebyla
chapéana jako inverzni funkce k funkci kvadratické — coz je po-
chopitelné, kdyZ uvaZime, Ze funkce pronikaji do stfedoskolskych
ucebnic aZ ve druhém desetileti 20. stoleti, jako odpovéd na tzv.
meransky program. Odmocriovani bylo ¢asto brano jako ,,opacna
operace k umoctiovani a kol uréit nap¥. /16 znamenal najit &islo,
jehoz druha mocnina je 16. Vysledky byly tedy dva: 4 a —4. Odtud
bylo vidét, Ze neexistuje reilné ¢islo, jehoZ druha mocnina by bylo
¢éislo zaporné. Tedy suda odmocnina ze zaporného déisla neni ¢islo
redlné. Proto musela byt zavedena d¢isla ryze imagindrni (pomy-
slnd, imagindrnd).1® Vyse zminén4 Gvaha slouZila jako zdéivodnéni
nutnosti zavést nova cisla.

BohuZel tento zptsob vedl k chapéni ryze imaginarnich (a né-
sledné i komplexnich) &isel jako forméilnich vyrazid, kterym ne-
byl pfifazen Zadny smysl. Autofi ,,definovali“ imaginarni jednotku
i = v/—1 (popf. i2 = —1) a vyklad pocetnich operaci s ryze imagi-
narnimi &sly byl obvykle vysvétlen zpiisobem: plati /—a = /a -
-v/=1 = y/a-i,'® jingmi slovy: pfi poéitani musime sudé odmoc-
niny ze zdporného ¢isla nejprve upravit na tvar i/a. To vedlo
ke zkreslenému chdpéani ryze imaginarnich éisel jako vyrazi, se

17Stejné tomu bylo i v udebnicich, které lze povazovat za inspiraci nasich
autori: némecky psané Appeltauerové, Dopplerové i Mocnikové udéebnici al-
gebry i v éeskych Poédtcich arytmetyky Stanislava Vydry.

18V nékterych ucebnicich z tohoto obdobi byla druha odmocnina definovana
tak, jak ji zname: \/a je takové kladné é&islo b, pro které b? = a.

194 > 0. Pfidrzela jsem se dobového zapisu, kdy u promé&nné znadené pis-
menem nebyl uvadén obor, do kterého patfi.



VYVvoJ VYUCOVANI KOMPLEXNIM CisLOM ... 231

kterymi ,pocitame stejné jako s Cisly redlnymi, pouze pfi umoc-
novani imaginarni jednotky musime brat na zfetel jeji vlastnost
i? = —1% [Fl]. Spravnému pochopeni nepoméhalo ani vysvétleni,
' Ze ryze imagindrni éisla ziskdme z cisel redlnych, kdyz cislici 1
(v souéinu @ = a- 1) nahradime pismenem ¢ [Ho| a jemu podobna.

Druhy zptsob, jak Zaky pfipravit na existenci jinych nez re-
alnych d¢isel, bylo pfipomenuti skutec¢nosti, Ze se pfi feSeni kva-
dratickych rovnic setkali s rovnicemi, které nemély feSeni. Dalsi
vyklad se potom odvijel od poZadavku vyfesit kvadratickou rov-
nici se zdpornym diskriminantem.?°

Vychézelo se obvykle z nejjednodussi kvadratické rovnice se
zapornym diskriminantem z2 + 1 = 0. Ta bohuzel byla (aZ do
[Ba]) upravena na tvar 2 = —1 a odtud z = ++/—1. Tim se opét
nabizelo ,definovat® imagindrni jednotku oznaéenim /-1 = i.
V [Ba] se autofi striktn& drZeli tvaru z% + 1 = 0, ale definice
imaginarni jednotky jako ¢isla, které je feSsenim této rovnice, byla
také nicnefikajici.?! Alespon se vSak Zaci vyhnuli nespravnému
pouzivani symbolu y/a, ktery je definovdn jen pro neziporna a.

Ryze imaginarni ¢isla byla definovana jako vyrazy typu ai, kde
¢ je imaginarni jednotka. Komplexni ¢isla byla potom definovana
jako vyrazy ve tvaru a+ bz, tedy dvojcleny slozené z éisla realného
a ryze imaginarniho.

Z takové definice vSak bylo obtiZzné vycist zptisob, jak by kom-
plexni ¢isla mohla byt graficky zobrazena. Proto autofi museli pii
Uvahach o geometrické interpretaci komplexnich éisel vychazet,
stejn€ jako v definici, z geometrické interpretace cisel ryze ima-
ginarnich. K odvozeni polohy imagindrni osy pouzivali bud Ar-
gandiv zpisob (pomoci otdéeni zvoleného bodu na reilné ose ko-
lem pocatku soustavy soufadnic) nebo brali imagindrni jednotku
jako stfedni geometrickou imérnou &isel 1 a —1.22 Pocetni operace

20Ngkdy byli #aci k tomuto pozadavku dovedeni pouze faktem, Ze uméji
tesit kvadratické rovnice s kladnym i nulovym diskriminantem, zatimco ty se
zapornym ne; nékdy se autofi odvolavali na zikladni vétu algebry a chtéli dat
platnost vété: Kazda kvadratickd rovnice ma dva kofeny. [By]

21V dal$im vykladu je vSak imaginarni jednotka definovana korektné i =
= [0, 1].

22 Jedinou vyjimkou byl Machovec, ktery, aby se vyhnul odvozovani zob-



232 MARTINA NEMECKOVA

s komplexnimi (ale i ryze imaginarnimi) ¢isly ¢asto nebyly defi-
novany, ale byly pouze pfedvedeny na nékolika ukazkovych pfi-
kladech. Obecné je moZno Fici, Ze se tak délo hlavné na pocatku
tohoto obdobi, ale i ve druhé poloviné 19. stoleti obsahovaly né-
které ucebnice obecné definice pocetnich vykoni s komplexnimi
&isly ([St]). Castymi nedostatky vyskytujicimi se v uéebnicich to-
hoto obdobi bylo, Ze vysledek definovanych operaci nepattil do
oboru, napf. pfi ndsobeni 0 -7 = 0, kdyZ ryze imaginarni ¢islo bylo
definovano predpisem ai, a # 0 a také uvadéni rovnosti komplex-
nich éisel jako véty (nékdy s diikazem) namisto jejiho definovani.

Od Studnickovy uéebnice byl (aZz na nékolik vyjimek) do vy-
kladu zafazen i goniometricky tvar komplexniho ¢isla, jeho odvo-
zeni, definice nasobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru
a Moivreova véta.

Aplikace komplexnich éisel nebyla pfili§ rozsahla. Lze konsta-
tovat, Zze pokud byla v ucebnici probirana Moivreova véta a pokud
byly do ucebnice zafazeny binomické rovnice, bylo komplexnich ¢i-
sel uzito praveé k feseni binomickych rovnic. Ne vzdy byla soucasti
vykladu geometricka interpretace komplexnich odmocnin.

Zcela zvlastni postaveni ma v predstavené fadé€ ucebnic uceb-
nice Matematika pro II. tiidu gymnasii ([Ba]). Oznadila bych ji
za piechod mezi obéma obdobimi. Uvodni motivace se sice nelisi
od ucebnic, které ji pfimo predchazely, tedy najit kofen rovnice
z? + 1 = 0. Jesté pred tim je vSak Fedeno, %e se v matematice
vyskytuji situace, kdy nevystac¢ime s redlnymi ¢isly, a Ze proto
byla zavedena ¢isla obecnéjsi, ¢isla komplexni. V celém vykladu se
prolinaji pristup z prvniho s pfistupem z druhého obdobi. Hned
zpocatku je fecCeno, Ze feSenim vySe uvedené rovnice je néjaké
¢islo ¢ (které nepatfi do mnoziny &isel redlnych) a Ze mnozina
komplexnich ¢isel musi kromé néj obsahovat jes$té i mnozinu cisel
realnych. Stejné jako v prvnim obdobi jsou definovana cisla ryze
imaginarni (0 mezi né nepatfila), ale narozdil od prvniho obdobi
jsou potom komplexni ¢isla definovana jako usporadana dvojice

razeni imaginarni jednotky pomoci imeéry 7 : 1 = —1 : 4, odvodil nejprve
z algebraického tvaru komplexniho &isla tvar goniometricky, na jehoz zakladé
potom ukazal, Ze osa ryze imaginarnich &isel je kolma na osu realnou.
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— av8ak ne dvou redlnych é&isel, nybrz ¢isla redlného a cisla ryze
imaginarniho, resp. nuly. Po vysvétleni geometrické interpretace
komplexnich ¢&isel se komplexni éisla za¢nou chipat jako (znacit,
ne definovat) uspofadané dvojice redlnych ¢isel a dalsim vykladu
se pracuje jiZz jen s uspofadanymi dvojicemi ¢isel realnych.

V uéebnici [Ma] se objevuje novd motivace pro zavedeni kom-
plexnich éisel: Redln4 &isla je mozno zobrazit na Ciselné ose. Kaz-
dému realnému &islu je pfifazen pravé jeden bod pfimky a naopak,
kazdému bodu pfimky je pfifazeno pravé jedno realné cislo. Na-
bizi se otazka, zda i bodlim roviny je moZno jednoznacné priradit
néjaka cisla, neboli, zda existuji ¢isla, jejichz obrazy jsou body
roviny. Timto zpisobem jsou Zaci pfipraveni na zavedeni kom-
plexnich ¢isel jako uspofddanych dvojic ¢isel realnych.

A tim se dostivim ke druhému obdobi,?® kdy jiZz byla kom-
plexni ¢isla definovana v souladu s modernimi matematickymi
poznatky.

Aby byl vydet zpisobil, kterymi se autofi snazili priblizit za-
kiim nezbytnost zavedeni nového druhu déisel, iplny, musim zde
jesté pfipomenout ucebnici [Kal, kde se v ivodu autofi zcela obe-
s8li bez feSeni kvadratické rovnice se zapornym diskriminantem.
Partie o komplexnich éislech plynule navazuje na vyklad o vekto-
rech, a proto se jako naprostd samoziejmost jevi ,dalsi vyuziti“
vektori. Aby mohly byt matematicky popsany nékteré fyzikalni
jevy, je vhodné pfifadit vektoru v roviné néjaky matematicky po-
pis, néjaké cislo. Vektor v roviné mizZe byt urcen dvojici realnych
¢isel. Proto se nabizi myslenka definovat mnozinu novych éisel tak,
ze kazdy jeji prvek je usporadana dvojice redlnych déisel.

Kromeé jiz zminéného zpisobu zavedeni mnoziny komplexnich
¢isel jako mnoziny, jejiz prvky jsou usporadané dvojice realnych
cisel (uzitého v [Ma), [Kal, [Sy]), se v [Ri] sestroji mnozina kom-
plexnich é&isel adjunkci prvku i, pro ktery plati i2 = —1, k mnoziné
¢isel realnych.

Pfi definovani komplexnich ¢isel pomoci uspofadanych dvojic
realnych ¢isel byly definovany operace s témito novymi ¢isly, tj. je-
jich rovnost, s¢itani a nasobeni tak, abychom pro komplexni ¢isla

23(1956 — 1987).
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s imaginarni ¢asti rovnou nule ziskali vysledky, které bychom ob-
drzeli pfi poditani s redlnymi éisly. ProtoZe jsou pocetni operace
s komplexnimi éisly definovany pomoci pocetnich vykoni s éisly
redlnymi, je snadné dokazat jejich vlastnosti.

Pfi tomto pfistupu je postup pfi budovani oboru komplexnich
Cisel opaény nez v pfedchéazejicim obdobi (i kdyZ pouZivat v sou-
vislosti s nim termin budovani oboru je ponékud nadnesené): Nej-
prve jsou definovana nova ¢isla a pocetni operace s nimi, a teprve
potom jsou Zaci pfipadné upozornéni na ,zvlastni“ pfipady téchto
¢isel, ¢isla ryze imaginarni a éisla realna.

Tento pfistup také umoznuje definovat imaginarni jednotku
exaktné (i = [0, 1]). Teprve aZ po jejim definovani je ukdzano, Ze
pravé &islo i je jednim FeSenim kvadratické rovnice z2 + 1 = 0.

Tento zptisob zavadéni komplexnich é&isel byl (a je)?* pro Zdky
velice ndzorny a srozumitelny. Zak si mohl nova é&isla snadno vizu-
alizovat a to dvojim zptsobem: komplexnimu é&islu [a;1, a2] odpo-
vidd bod A = [a1, a2] v Gaussové roviné, nebo miZe byt uréeno

vektorem OA, kde O je poéatek soustavy soufadnic a A je obraz
komplexniho ¢isla. Zobrazovani komplexnich ¢isel jako vektor do-
voluje zaklim uzit znalosti, které méli z nizsich ro¢nikd, popripadé
z fyziky (napf. skladani vektord, které odpovida grafickému séitani
komplexnich &isel).

Ve druhém obdobi se v uéebnicich také poprvé setkdvime s fe-
Senim kvadratickych rovnic s komplexnimi koeficienty. Kvadra-
tické rovnice byly, v pfipadé, Ze u¢ebnice obsahovala vyklad o kom-
plexnich (nebo alespoii ryze imaginarnich) &islech, feSeny na mno-
zin€ komplexnich ¢isel. Ovsem jen tfikrat se v probrané fadé uceb-
nic objevilo feseni kvadratickych rovnic s komplexnimi koeficienty.
Poprvé to bylo v ucebnici [Ba), kde bylo rozebirano pfedevsim fe-
Seni ryze kvadratické rovnice z2 = a, a € C; déle jsou komplexni
koeficienty u kvadratické rovnice uvazovany v [Sy| a [Ri].

24Tvrzeni vyjadiuje miij subjektivni nizor. O tom, Ze néktefi ucitelé a di-
daktici matematiky mohou mit nizor opacny, svédéi i diskuse, ktera se roz-
proudila na strankach éasopisu Matematika ve Skole v 50. letech, kdy tento
pristup k zavadéni komplexnich &isel zacal pronikat do Skolské matematiky
nebo skutecnost, Ze v ,porevoluéni uéebnici E. Calda: Komplexni ¢isla, 1994
bylo od tohoto postupu upusténo.
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Velké rozdily mezi jednotlivymi obdobimi jsou také v uziti
komplexnich éisel. V prvnim obdobi byla problematika komplex-
nich ¢isel probrana v jedné kapitole (pfipadné byla probirana ¢isla
ryze imaginarni a ¢isla komplexni zvlast s moZznym c¢asovym od-
stupem) a poté se jejich vyuziti, pokud néjaké bylo, omezilo na
feSeni binomickych rovnic pomoci Moivreovy véty. Vycet aplikaci
ve druhém obdobi je podstatné Sirsi. Komplexni ¢isla ziskala Sirsi
uplatnéni pfedevsim v geometrii, napf. definovani amplitudy po-
moci orientovaného thlu umoznilo vyuZit komplexnich ¢isel k de-
finici goniometrickych funkei (poprvé v [Bal), byl zdiraznén geo-
metricky vyznam soucinu komplexnich ¢isel (poprvé v [Ba]), kom-
plexni ¢&isla byla uZita k zavedeni poldrnich soufadnic bodu ([Sy])
atd.

Zatimco v uéebnicich z prvniho obdobi byly jednotlivé celky
uciva oddéleny a souvislosti mezi jednotlivymi partiemi byly, v lep-
sim pfipadé, jen naznaceny, pro druhé obdobi je charakteristické
vzajemné propojeni jednotlivych celkd s dirazem na vyzdviZeni
vzajemnych souvislosti. V pfipadé komplexnich ¢isel je spojeni
algebry a geometrie patrné v ,obou“ smérech: pfi zavadéni kom-
plexnich ¢isel (uZiti vektord k jejich definici ([Ka]), geometricka
motivace zavedeni komplexnich ¢isel jako uspofadanych dvojic ¢i-
- sel redlnych ([Mal)) i pfi jejich aplikaci (jejich uZiti k definici go-
niometrickych funkci, k definici otaceni kolem pocatku soustavy
soufadnic, ke konstrukci pravidelnych n-thelnikd (poprvé v [Hb])
atd.).

Ukazali jsme si, Ze pristup ke komplexnim ¢islim byl ve skolské
matematice v podstaté dvoji: prvni, ktery bych nazvala formalni,
kopiruje historické po¢atky komplexnich &isel (dé-li se v souvislosti
se 16. stoletim hovofit o komplexnich ¢islech) od jejich uvedeni do
matematiky Cardanem pfes obdobi intuitivniho pocitani, hledani
pravidel pro vypocty s nimi a objevovani jejich vlastnosti a tim
i dokazovani jejich ,uZitecnosti“ a ,prava na existenci“. Druhy
pfistup (,védecky“), ktery asové nasledoval po prvnim, chipe
komplexni ¢isla jako plnopravné matematické objekty, exaktné je
definuje a dokazuje jejich vlastnosti. Jeho zakladem je Hamilto-
nova definici komplexnich ¢isel pomoci usporadanych dvojic ¢isel
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realnych. PfestoZe v priibéhu ¢asu dochéazelo ke zménam v obsahu
osnovy sledovaného tématu a nékdy i k redukci uéiva, jakmile za-
¢al byt ve Skolské matematice pouzivan druhy jmenovany pristup,
nikdy (ve sledovaném obdobi) trovern vykladu neklesla zpét k for-
malnimu zpracovani problematiky komplexnich ¢isel.

V nasledujicim seznamu stfedoskolskych uéebnic uvadim pouze jedno
vydani (obvykle prvni), i kdyZ jsem porovnévala nejen jednotlivé tituly,
ale i jejich rtizna vydani. Nékteré z ucebnic navic vychazely ve dvou
verzich — pro realky a pro gymnazia.
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