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PRAVOUHELNIKOVE SITE CTYRSTENU (1)

PAVEL LEISCHNER!!

Ucivo o sitich téles poskytuje dobré zazemi k rozvijeni geome-
trického mysleni i tvofivé praci zakd, u nichZ nejprve na zakladni
skole vytvarime predstavy siti jednoduchych mnohostént, ucime
je kreslit takové sité a uplatiiovat své poznatky pfi vyrobé papiro-
vych modeld téles. Latku obvykle dale nerozvijime, snad s vyjim-
kou hledani nejkratsich cest na povrchu mnohosténu. Vhodnym
namétem pro dalsi praci je vysSetfovani mnohostént se sitémi spe-
cialnich tvar.

Zde se pokusime zjistit, jaké Styfstény mohou mit sit tvaru
pravothelniku. Clanek je napsan tak, aby si jej mohl uéitel meto-
dicky upravit pro zidjmovou praci se zaky na stfedni, pripadné i
zakladni skole. Vyuka by méla vychazet z experimentli provadé-
nych zaky. Ti by pak na zakladé svého pozorovani a za minimalni
pomoci ucitele ,objevovali“ jednotlivé poznatky.

Pfedstavme si nejprve, Ze jsme papirovy model néjakého ¢tyrs-
ténu rozrezali Ziletkou podél vSech jeho hran na ¢tyfi trojahelniky.
Zamichame s nimi, abychom nevédéli, jak byly ptivodné navzajem
umistény. Potom je na pracovnim stole zkousime prikladat k sobé
a ptime se, které seskupeni pfedstavuje sit &tyfsténu. Nejprve
musime vybrat dva trojahelniky shodujici se v né€které stran€, a
umistit je touto stranou k sobé. Tteti trojihelnik vybereme a pfi-
dame tak, aby mél spole¢nou stranu se vzniklym ¢tyfahelnikem.
Vsimnéme si, ze i kdyz existuji riizné moznosti provedeni celé ope-
race, budou mit vSechny t¥i trojihelniky vzdy spolecny praveé je-
den vrchol. Pokazdé vznikne konfigurace trojuhelnikid téhoz typu,
znazornéna na obr. 1. Budeme ji nazyvat zdklad sité ctyrsténu.

Ve shodé s obrazkem 1 ozna¢me prostiedni trojihelnik ABC a
ptivodni ¢tyfstén ABCD. Ke stranam CX a CY zakladu ABXCY

11Tato prace byla podporovana grantem MSM 124 100006
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nemuzeme pripojit posledni trojihelnik, protoze vrchol C, stejné
jako kazdy jiny vrchol étyfsténu, je prinikem pouze tfi stén. Po-
kud jsme méli Stésti, bude platit |CX| = |CY| a po slepeni troj-
Ghelnikd (v misté jejich kryjicich se stran lepici paskou) docilime
otacenim trojihelniki ACY, BCX okolo pfimek AC, BC sply-
nuti stran CX a CY v prostoru, coz vytvofi hranu CD.

D1

D2

Bl
A B2

Obr. 3

Z ptedchoziho plyne, Ze ctyfstén je jednoznacné urcen tiemi
sténami. V pfipadé, Ze nase skladani bylo Gspésné, ma posledni
trojihelnik strany shodné se stranami AB, BX a AY zakladu sité.
Kdy?Z jej pfipojime ke strané AB, vznikne sit typu I zndzornéna
na obrazku 2. Pfipojenim k nékteré ze stran BX, AY dostaneme
sit typu II (obr. 3). Jiné typy siti étyfsténd neexistuji.

Vidime, Ze sit étyfsténu je obecné Sestithelnik se tfemi vy-
znadenymi Ghlopfi¢kami, které bud ohraniéuji trojahelnik (typ I),
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nebo tvofi neuzavienou lomenou ¢aru (typ II). Strany Sestitihel-
niku budeme nazyvat stranami sité a to i v takovych situacich, kdy
sousedni dvé sviraji 180°. Vyznadené tihlopficky nazveme hrany
site.

Vyplati se rozliSovat t¥i druhy vrchold sité. Vrchol sité je vrcho-
lem pruniho druhu, nebo téz jednoduchgym vrcholem, pokud neni
koncovym bodem hrany sité. Vrchol sité, z kterého vychéazi jedna
nebo vice hran, nazyvame (sloZeny) vrchol druhého nebo tretiho
druhu. Jinak feceno, vrchol sité je tolikatého druhu, kolik budou-
cich stén Ctyfsténu se v ném styka.

Je zfejmé, Ze sit miiZze mit nekonvexni nebo pfimé thly jen pfi
slozenych vrcholech. Ctyf¥i trojihelniky, jejichZ sjednoceni tvoii
sit étyFsténu, miZeme nazyvat stény. Vyse uvedenou terminologii
budeme uzivat i pro zédklad sité ¢tyrsténu.

A

Obr. 4

Ptejme se nyni, kdy je obrazec zndzornény na obr. 1 zakladem
sité étyFsténu. Vime jiz, Ze C X a C'Y musi mit stejnou délku. Neni
to vSak podminka postacujici, protoZe nezarucuje setkani vrchol
Y a X v prostoru pfi otdceni trojihelniki ACY a BCX kolem
jejich stran AC a BC. Na obr. 4 vidime pfiklady dvou zakladd sité
étyFsténu, ktery neexistuje, tfebaze podminka shodnosti odpovi-
dajicich si stran je splnéna. Objevu dalsi nutné podminky, ktera
spolu s podminkou shodnosti stran CX a CY tvofi podminku
postacujici, by mélo pfedchazet experimentovani s vétsim mnoz-
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stvim papirovych modeld zakladd sité rGznych tvartd. Modely si
mohou Zaci vyrobit narysovanim na list papiru a vystfihnutim.
Nazorn€jsi a trvalejsi pomicku ziskdme vyfiznutim pomoci od-
lamovaciho noze ze stény papirové krabice z vlnité lepenky. Po
vyfiznuti zdkladu sité nafizneme vSechny tfi hrany az ke spodni
vrstvé papiru. Stény takového modelu jsou relativné pevné, zacho-
vavaji svlij tvar (na rozdil od stén z mékkého papiru se neohybalji)
a snadno se otaci kolem nafiznutych hran.

Oznac¢me po fadé P a @Q paty kolmic z vrcholi X a Y na
primky CB a C A. Pri otaceni opisuji pravoihlé trojihelniky CPX
a CQY kuzele se shodnymi stranami a spole¢nym vrcholem C.
Z obrazku 5 vidime, Ze ¢tyfstén vznika praveé tehdy, kdyz se plasté
téchto kuzell protnou. (Lze téz Fict, Ze se protnou kruznice ohra-
nicujici podstavy kuZeli.) Stejné ndzorné, jako kdyz odvozujeme
trojihelnikovou nerovnost z predstavy sestrojovani trojuhelniku
pravitkem a kruzitkem pfi danych délkach jeho stran ukazeme, ze
pfedchozi tvrzeni je ekvivalentni s vétou: Cty¥stén ABCD vznikne
otacenim vyznacenym na obr. 5 pravé tehdy, kdyz |CX| = |CY|
a kazda z velikosti ahld ACY, ACB a BCX je mensi, nez soucet
zbyvajicich dvou.
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To znamena, Ze velikosti (thlti pfi vrcholu tfetiho druhu spl-
nuji ostrou trojihelnikovou nerovnost, podobné jako délky stran
trojahelniku. Jinymi slovy miZeme fici, Ze kazdi z téchto veli-
kosti je mensi nez polovina jejich sou¢tu. Tato druha formulace je
vhodnéjsi pro praktické vypocty.

Vnimavého ¢tenafe mozné napadlo, Ze trojihelnikova nerov-
nost pro délky |AY|, |AB| a |BX|, ktera plyne naptiklad z pted-
stavy rotace trojuhelniki AQY a BPX, je také ekvivalentni s po-
slednim tvrzenim. Neni tomu tak. V levé ¢asti obrazku 4 vidime
zaklad sité neexistujiciho Ctyfsténu, tfebaZe trojuhelnik se stra-
nami délek |AY|, |AB| a |BX| existuje.

Dosavadni tvahy shrneme v nasledujicim kritériu:

Ctyfstén, jehoz sif je zndzornéna na obr. 1 nebo na obr. 2,
existuje pravé tehdy, kdyz soucasné plati:

(a) (Podminka hran) Strany sité, jejichz krajni body jsou (az na
pfipadny index) oznaceny stejnymi pismeny, maji stejnou
délku.

(b) (Podminka dhli) Kazda z velikosti t¥i ahld, které se stykaji
pri né€kterém vrcholu tfetiho druhu, je mensi nez polovina
souctu téchto t¥i velikosti.

Poznamenejme, Ze pii ovéfovani podminky (hli opravdu mii-
zeme pracovat jen s jednim, libovolné vybranym vrcholem tfetiho
druhu. S nim totiZ vybereme zaklad sité. Ctvrta sténa je jedno-
znacné urcena podminkou hran a tvofi jen ,viko“ ke ,krabici,*
jejiz siti je zvoleny zaklad.

Hledejme nyni Ctyfstény s pravothelnikovou siti. Takova sit
typu I ma zfejmé pravé thly tahly pfi vSech jednoduchych a jed-
nom slozeném vrcholu. Zbyvajici dva thly jsou pfimé. VSechny
jeji sloZzené vrcholy jsou tfetiho druhu. Proto nezalezi na tom,
ktery z nich zvolime jako pravy. Bez Gjmy na obecnosti tedy mii-
Zeme vySetfovat jen sit zndzornénou na obr. 6. Z podminky hran
snadno zjistime, Ze vrcholy A a B jsou po fadé stfedy stran Dy D3
a D3D;. Navic mé sit vidy tvar ¢tverce, nebot |CD,| = |CD;y|.

Podminku 1ihli ovéfime snadno napiiklad pro vrchol A. Plati
|SCAD;y| + | BADs| + | BAC| = 180°. Kazdy z Ghlt CAD.,
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Obr. 6

BAD3 a BAC by tedy mél byt ostry. Ze tomu tak je, vidime pfimo
z obrazku: Prvni dva thly jsou protilehlé odvésnam CD; a BDs;
pravouhlych trojihelniki ACD, a ABDs3, tteti je pfi zakladné
AB rovnoramenného trojihelniku ABC.

Poznali jsme Ze ¢tyfstén s pravoithelnikovou siti typu I existuje.
Ptislusnd sit je vidy ¢tvercové (obr. 6).

Uvazujme déle pravotihelnikovou sit typu II s oznacenim podle
obr. 3. Pravé pravé (ihly jsou nutné pfi jednoduchych vrcholech
Bi, D a prti nékterych dvou slozenych vrcholech. Podle toho, ja-
kého typu jsou tyto sloZené vrcholy, rozlisime ¢tyfi moznosti:

1. Typ II-II. Pravé Ghly jsou pfi vrcholech druhého druhu (obr. 7).
Podminka hran je zde splnéna pravé tehdy, kdyz jsou vrcholy, A a
C, ve stfedech stran B, By a D1 D3. Podminka Ghl( splnéna neni,
nebot napfiklad thel B; AC je pravy a je tedy roven souctu thld
31 AD]_ a DlAC :

Ctyfstén se siti typu II-II neexistuje.

2. Typ III-III. Uhly p¥i vrcholech tfetiho druhu jsou pravé. Pri
oznaceni podle obr. 8 a s ohledem na podminku hran poloZme

a = |AD,| = |B:C|
b=|ABi| = |AB,| = |D:C| = |D>C|. (1)
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D1 C D2
Bl A B2
Obr. 7

Ziejme je téz
IBlDll = IB2D2| =a —b.

Podminka Ghli pfi vrcholu A je splnéna, pravé kdyz kazda z ve-
likosti |X B1AD;|, | D1AC| a |XCAB;| je mensi nez 45°.

A B2 D2

Obr. 8

Pro thel By AD; to plati jen kdyZ |B1D; < |B1A|. V pravo-
(thlém trojihelniku B, AD; je totiZ hel o velikosti mensi nez 45°
jen proti kratsi odvésné. Je tedy 0 < a — b < b. Pravoihelnik tvo-
fici sit tedy nemtzZe mit libovolny tvar. Délky a, b jeho stran jsou
vazany podminkou

b<a<2b (2)

Plati-li (2) jsou i zbyvajici Ghly pfi vrcholu A mensi nez 45°. Uhel
B3 AC lezi v pravoithlém trojihelniku C AD; opét proti kratsi od-
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vésné. Uhel CAD; se v trojihelniku ACD; nachézi proti strané
D1 C, kratsinez AD,, jak plyne z pravoihlého trojihelniku AD, B.
Proti strané AD; je pak tthel ACD,, ktery lezi v pravouhlém
trojihelniku ACB; proti krat$i odvésné. Je tedy |JCAD;| <
o |4ACD1| < 45°.

Platnost vztaht (1) a (2) zarucuje existenci ctyfsténu se siti
znazornénou obrazkem 8.

D1 C

B1 A B2 D2

Obr. 9

3. Typ II-II1-S. Uhly p¥i sousednich slozenych vrcholech sité jsou
pravé. Pfislusné vrcholy necht jsou (pfi oznadeni podle obr. 3) D,
a C. Pomoci obr. 9 dostavame

|B1D3| = |D1C| = |CD3| = |B1D1| = | B2 Dy|,

coZ neni mozné.

Ctyfstén s takovou siti neexistuje.

4. Typ II-III-N. Uhly pfi nesousednich sloZenych vrcholech
nestejného typu jsou pravé. Ve shodé s dosavadnim zpiisobem zna-
¢eni vrchold mizeme uvaZovat situaci na obr. 10. Kdyby pfislusny
Ctyfstén existoval, dostali bychom naptriklad

|D2Bz| = |D1B1| = |D2A|.

Cty¥stén v tomto pfipadé opét neexistuje.
Zavér: Ctyfstény mohou mit bud jen &tvercové sité typu I,
predstavené na obr. 6, nebo obdélnikové sité typu II znazornéné
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obrazkem 8. Délky stran obdélniku pfitom spliuji vztahy (1) a
(2).

Ctenafi lze doporudit samostatné prozkoumat sité jinjch spe-
cidlnich tvard. Zajimava je napfiklad problematika ¢tyfsténti se
sitémi tvaru rovnoramenného trojuhelniku, kterou se budeme za-
byvat pristé. UkazZeme, jak se da vyuzit dynamicka geometrie k na-
lezeni vsech takovych siti.
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