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KONSTRUKCE ELIPSOIDU
JAKO PROSTOROVA ANALOGIE
K ZAHRADNICKEMU SESTROJENI ELIPSY

ZBYNEK NADENIK

Rovnice elipsy s poloosami a, b v zakladni poloze vii¢i soustavé
pravouhlych soufadnic z, y je dobfe znama:

T i¥Y 1, a>b>o (1)

Téz je dobfe znama zahradnicka konstrukce, jiz se elipsa se-
stroji pfi danych ohniskach a dané délce hlavni osy.

Mysleme si v prostoru soustavu pravothlych souradnic z, y, 2.
Mnozin€ bodi, jejichZ soufadnice vyhovuji rovnici s konstantami
a, b, c

N
[ V]

T 2

— +

= =1 a,b>c>0 (2)
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se fika elipsoid, trojosy pfi a # b, rotaéni zplostély pfi a =
(s osou rotace z). V tomto druhém piipadé kazda rovina z
= 2o = konst. € (—c,c) protina elipsoid (2) v kruznici x? + y?

[l o

2
= a2 (1 - E%) ,2 = zg. Pripustime-li a = b = c, pfejde elip-
c

soid (2) v kulovou plochu z? + y? + 22 = a? jako mnozinu bodf,
jejichz vzdalenost od pocatku je a.

A nyni otazka: Existuje geometricka konstrukce, ktera by umoz-
novala v prostoru sestrojovat body elipsoidu, tfeba i trojosého? Ji-
nymi slovy: existuje prostorova analogie k zahradnické konstrukci
elipsy v roviné?
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Princip této rovinné konstrukce byl znam uz starofeckym ma-
tematikm. Prostorové protéjsky vsak byly objeveny az v 19. sto-
leti. Pfisli na né némeéti matematici Carl Jacobi (1804-1851) ve
30. letech (dikaz publikovan aZ posmrtné 1871) a Otto Stande
(1857-1928) v 80. letech. Standeho zpisob sice uziva vlakna jako
zahradnicka konstrukce (rovnéz jako u ni upevnéného ve dvou bo-
dech, avSak zalomeného nikoliv jen jednou, nybrz tfikrat), ale je
komplikovany a jeho odiivodnéni je obtiZné. Jacobiho zplisob ma
jednodussi dikaz, zahradnicka konstrukce vSak vyzaduje jistou
modifikaci, aby vice vynikla prostorova analogie.

V dalsich fadcich ukaZi na velmi specidlnim pfipadu Jacobiho
prostorovou konstrukci. Nebudeme z analytické geometrie potte-
bovat — kromé zminénych zakladnich poznatkid o elipse — uz nic
vic, nez vzorec pro vzdalenost dvou bodl v roviné a v prostoru,
kdyz jsou znamy jejich soufadnice.

Nejdrive prikro¢ime k modifikaci zahradnické konstrukce elipsy
ve smyslu Jacobiho.

Zvolime rovinu, v niZ body a pfimky budu znacit latinskymi
pismeny a nazvu ji latinskou. Déale zvolime pfimku, na niz body
budu znacit feckymi pismeny a nazvu ji feckou. Latinskou rovinu
opatfme systémem pravothlych soufadnic z, y s pocatkem 0; jeji
bod oznaéime Plz,y]; koneéné na ose z vyberme dva body (viz
obr. la)

P, [331 > 0, 0], Pz[—wl, 0] (3)

Reckou p¥imku opatfme systémem soufadnic £ s pocatkem ;

jeji bod oznacime II[¢]; koneéné vyberme na ni dva body (viz obr.
1b)

M6 >0], Iz[-&]); (4)

stale necht

< &, 1. |P1P2| < |H1H2|. (5)
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Obr. 1

K bodu II[¢] Fecké pfimky nalezneme v latinské roviné — pokud
to oviem viibec jde — bod P|[z,y] tak, aby

|P1P| = |IIL1I|, |P;P|= |IIII|. (6)

Vysetfime mnoZinu boda P.

To je ohlaSené pozménéni zahradnické konstrukce elipsy.

V soufadnicich latinské roviny a fecké pfimky vyjadiime pod-
minky (6) pfi (3) a (4) takto:

(z-z1)?+92 = (E-6&)°,
(+z)?+y2=(E+6&)%. (7)

Vylou¢ime €. Odeéteme-li od druhé rovnice prvni, dostaneme
dx 7 = 4£:€, a tedy

_a _&
£ = & z nebo «z p~ £ (8)
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Dosazeni za £ tfeba do prvni rovnice (7) da

2
(z—z1)’+9° = (ﬂx —€1) :

&1
2?2
(22 —2z1z 4+ 22) + 9% = e —z? —2z17+ &5
1
Cleny s z se rusi a ¢leny s x2 sloucime:
£2 — 2
I -T2 L2242,
&
Vzhledem k (5) mizeme rozdilem £? — 7 kratit
2 y?
7 + €2 _ 42 =1 (9)
1 1~ T

a dospivdme k rovnici tvaru (1).Vyjadfuje elipsu s poloosami 1,

V&2 — 22 a s étvercem excentricity

2
2 2
g ~ < 5%—3;‘%) = Ty,

tj. s ohnisky P1, P z (3).

Vratme se k rovnicim (7), z kterych jsme vylouéili £, a vyluéme
z nich nyni z. Dosazeni za z z (8) do prvni rovnice (7) poskytuje

gl ? 2 2
_E_ml +y _(é—gl) )

I

515 o4ty = € - 266+ €2,

Tedy
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Protoze y? > 0, tak

52_:1;2
I8+ - 20

1

Pfi (5) miZeme kratit kladnym é&islem £2 — 22 a dostaneme
1 —
—m—%§2+1 >0 &l €% <2t

Posledni nerovnosti je na fecké pfimce ddno omezeni pro bod II[¢],
vedouci k bodu P(z, y| elipsy v latinské roviné (viz obr. 1c).

Tolik k Jacobiho modifikaci zahradnické konstrukce elipsy jako
pripravé pro Jacobiho sestrojeni elipsoidu.

Nyni pfejdeme o dimenzi vys. Prostor, v némz body a pfimky
budeme znacit latinskymi pismeny, nazveme latinskym. Zvolenou
rovinu, v niZ body a pfimky budeme znadit feckymi pismeny, na-
zveme Feckou. Latinsky prostor opatfime soustavou pravouhlych
soufadnic z, y,z s po¢atkem 0; bod prostoru oznacime P[z,y, z|;
kone¢né v roviné (z,y) vybereme tfi body — vrcholy pravothlého
trojahelnika (viz obr. 2a)

Pl [xl > 0) Y1 > Oa 0]) P2[—$1,y1,0],P3[331, '—yl)O]' (10)

Reckou rovinu opatifme systémem pravotihlych soufadnic £, 7 s po-
catkem ; jeji bod oznacime II[¢,7n]; koneéné vybereme v ni t¥i
body — vrcholy pravotihlého trojihelnika (viz obr. 2b)

I1:[& > 0,71 > 0], Ha[—£&1,m), II3[&1, —m]. (11)
Stale necht
z; < &1, y1 <71 (12)

K bodu II[¢, n] fecké roviny nalezneme v latinském prostoru —
pokud to ovSem viibec jde — bod P[z, y, z] tak, aby (viz obr. 2)

|P\P| = |IIII|, |H.P|=lI|, |OsP|=|[Is0). (13)
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VysSetfime mnozinu bodd P.
V soufadnicich latinského prostoru a fecké roviny vyjadiime
podminky (13) pfi (10) a (11) takto:

-z)2+@-yn)?+22=(€-&)* +(n-m),
(+z1)’+(y-n)+22=(E+ &)+ -m), (14)
-z’ + @+un)+2=(E-&)’+m+m)’.

Vyloucime £ a 7. Odecteme-li jak od druhé, tak od tfeti rovnice
prvni, dostaneme 4z, = 4£,€, 4y1y = 4mn a tedy

T <l 51 77
==z, = — nebo ==, y= —n. 15
(=g o= ny 2o V= (15)

Dosazeni za £ a 7 do prvni rovnice (14) da

2 2
z-z1)?+(@y-p)+2°= (ﬂm - §1) + (ﬂy - 771)
€1 m

¢ili

(2® - 2zz +23) + (¥° — 2py +92) + 2° =

22
( 2$1$+€1) (yl 2—2y1y+771)
51 77

2

Cleny s z a y se zrusi a ¢leny s z2, resp. y? sloué¢ime:

3 _ .2
€1 52-’1"'13;24_77117 y1y2+z — K, (16)
1 1

K=& -a2i+n -y >0 (17)
v dﬁsledku (12). Zlomek pri x2, resp. y? miZeme pti (12) kratit

£2 — 22 # 0, resp. 7?2 — y? # 0 a celou rovnici (15) lze vzhledem
k (17) délit jeji pravou stranou K. Rovnici (16) tak pfepiSeme na

=1 (18)
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To je vSak rovnice tvaru (2).
Protoze pfi (12) je

n
m —y?

2
§1
& — =

> 1, >1, (19)

jsou v (18) jmenovatel pfi 22 i jmenovatel pfi y? vétsi nez jmenova-
tel pfi z2. Jsou tedy splnény i nerovnosti z (2). Rovnice (18) tedy
znamena elipsoid, nikdy kulovou plochu. Zlomky (19) a tudiZ jme-
novatelé pfi z2 a y* v (18) jsou si rovny pravé jen pti £2y? = z2n?,
tj. €1 :m = x1 : y1. Tato iméra geometricky znamena podobnost
trojuhelniki P, P, P; a I1;11113.

i

Obr. 2

Mizeme tedy Fici: jestliZze v pravoihlych trojihelnicich P, P, P3
v latinském prostoru a II;II;II3 v fecké roviné plati pro jejich
odvésny
|P1P2| < |H1H2|, |P1P3| < |H1H3|,

vede Jacobiho konstrukce k elipsoidu v latinském prostoru. Jsou-li
trojihelniky podobné — a jen v tomto pfipadé — jedna se o elipsoid
rota¢ni (s osou rotace kolmou k roviné trojihelnika P; P, P3), jinak
o elipsoid trojosy. Nikdy se tak neziska kulova plocha.
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Vratime se k rovnicim (14), z nichZ jsme vyloudili £ a 7, a
eliminujeme z nich nyni z s y. Dosazeni za z i y z (15) do prvni
rovnice (14) poskytne

2 2
(él_f - ml) i <17_177_y1> +22=(6-&)" +(m-m)°.
T1 (1
Podobné jako vyse tentokrat dostaneme s K z (17)
2=Z §1§+ 171172+K.
-'171 Y

Prava strana musi byt nezaporna,tedy

2 2 2 2
— x —

1 1.2, ™ 2?!1 772 <K
1 Y1

2 2
£ CR <1. (20)
o B U
£ — = n - yi

Tato rovnice charakterizuje v fecké roviné body II[¢, ], které lezi
v uzaviené oblasti ohrani¢ené elipsou, jez je urCena znamenim
rovnosti v (20). V této oblasti se pfi Jacobiho konstrukci muze
pohybovat bod II.

V rovnici (1) elipsy uéifime tyto formélni zmény: od jmenova-
tele prvniho zlomku odec¢téme jmenovatel druhého zlomku a navic
pak polozme y = 0. Dostaneme tak

2

52—-—1)—2‘=1,y=0 élh wzzaz—bz,yzo,

coz znamena ob€ ohniska elipsy (1) na jeji hlavni ose z. Aplikujeme-
li to na elipsu (9), kterou jsme dostali rovinnou Jacobiho kon-
strukci, vidime, Ze ma ohniska [+z,,0], tedy body P, P, z (3).
To jsme ovSem zjistili uz vyse.
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Analogicky v rovnici elipsoidu (2) uéifime tyto formalni zmény:
od jmenovatell prvniho a druhého zlomku odeétéme jmenovatel
tfetiho zlomku a navic pak poloZime z = 0. Dostaneme tak

m2 y2

- =
a2 — c2 b2 — 2

1, =0,

coz znamena tzv. fokalni elipsu elipsoidu (2) v jeho hlavni roviné
(z,y). Geometricky vyznam fokélni elipsy pro elipsoid je podobny

Podle tohoto vzoru uréime fokélni elipsu elipsoidu (18) ziska-
ného prostorovou Jacobiho konstrukci. Ponévadz

2 2

: 2 2
m n
=l g g g K,
§2 — x3 i —y2 n? — y?

ma zminéna fokalni elipsa rovnice

2 2
= — =1, 2=0. (21)
_n o g Yk
& — z3 n —y?

Vidime, Ze je shodna s elipsou v fecké roviné vyjadfenou v (20)
se znamenim =. Soucasné vidime, Ze naSe fokalni elipsa (21) jde
vychozimi body Py, P;, P3 z (10).

Zustal jsem jen u pfipadu & > z1, ;1 > y1 2 (12). Kdybychom
predpokladali £&5 > z1, 11 < y; nebo & < z, m1 > y1 nebo
§&1 < 71, m < y1, znamenala by rovnice (18) hyperboloidy pfi
K # 0 a rovnice (16) kuZelové plochy pfi K = 0.

Kdybychom pfipustili §; = 1,71 # y1 nebo & # z1,m = w1,
znamenala by rovnice (16) (bezprostfedné ptredchazejici rovnici
(18)) valcové plochy. Koneéné & = z1,m1 = y1 vede k dvojnésob
vzaté roviné (z,y); to je ovSem trividlni pfipad shodnych troja-

helnikl P1P2P3 a H1H2H3.

Pro Jacobiho konstrukci elipsy i elipsoidu si snadno predsta-
vime jednoduchou aparaturu. Popisi ji nejdfive pro elipsu, abychom
lépe vidéli analogii pro trojosy elipsoid.
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Mysleme si dvojnozku, jejiz noZzky jsou teleskopické (1ze je pro-
dlouzit nebo zkréatit), jsou opatfeny hroty a jsou spojeny v kloubu,
ktery budu idealizovat bodem. Dvojnozku roztahneme do fecké
pfimky (viz obr. 1c), jeji kloub vlozime do bodu dfive vysetiené
Gsecky (na obr. 1c silné vytaZené) a jeji nozky pfizpisobime tak,
aby hroty byly v bodech II; a Ilz; kloub zaujima polohu bodu II.
Pak dvojnozku polozime na latinskou rovinu a zalomime ji v bodo-
vém kloubu tak, aby hroty nozek byly v bodech P; a P, latinské
roviny. Kloub jako bod P je pak na elipse s ohnisky P, a P a
s délkou hlavni osy |I1;IIz|. Toto sestrojeni bodu elipsy kopiruje —
i kdyz trochu tézkopadné — jeji zahradnickou konstrukei.

Obr. 3

Nyni v prostoru. Mysleme si trojnozku (stativ) s teleskopic-
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kymi nozkami opatfenymi hroty a spojenymi v kloubu, ktery zase
budu idealizovat bodem. Trojnozku roztdhneme do fecké roviny
a jejl nozky prizplisobime tak, aby hroty byly v bodech II;, I3,
I13; kloub zaujiméa polohu bodu II. Pak trojnozku v kloubu zalo-
mime a pfemistime tak, aby hroty nozek byly v bodech P, P,
Ps latinského prostoru. Kloub jako bod P je pak na elipsoidu,
jehoz fokélni elipsa (v roviné P, P P3, kterd je ovSem jeho rovi-
nou symetrie) jde body Py, P, P3 (viz obr. 3a); je shodnd s tou
oblasti fecké roviny, v niZ se miiZe pohybovat bod II (viz obr. 3b
s naznacenym vySrafovanim). Ten zvolen na hranici této eliptické
oblasti vede k bodu P na (obecné eliptickém) rovniku elipsoidu
(viz obr. 3).

Prof. RNDr. Zbynék Nadenik, DrSc.
Libocka 262-14,
162 00 Praha 6



