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TRI KLASICKE ULOHY aneb O MOTIVACI

FRANTISEK KURINA!

Chépeme-li motivaci jako podnét k aktivité, tedy motivaci
k uceni jako podnét ke vzdélavaci aktivité, maji jistou motivacni
silu tlohy, které upoutaji studenta napf. svym piekvapivym vy-
sledkem. Uvedme zde t¥i takové (ilohy znamé z literatury.

Uloha 1

Dokazte: Rozdil délky vétsi a mensi kruZnice mezikruzi je zavisly
jen na Sifce mezikruZi, ne vSak na polomérech R, r kruZnic, které
mezikruzi ohranicuji.

e

(@)

Obr. 1

Ackoliv by asi kaZdy na zdklad& pohledu na obr. 1 odhadl, Ze

O—-0>0"-0, (1)

! Ptispé&vek byl ptipraven s podporou grantu GACR 406/02/0829
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muiZeme snadno ovérit, ze
O—o0=2rR—2nr=2n(r+v)—2rr=2mv=0"—-0o. (2)

Autofi tloh z rekreaéni matematiky ovSem s oblibou zpestiuji
tilohu ,,provokativnimi“ interpretacemi.

Tak napt. Karel Cupr v dnes jiz klasické knize Geometricke
hry a zdbavy ([1], s. 43) piSe:

, Zicastnéme se tohoto myslenkového pokusu. Rovnik md délku
40 000 km = 40 000 000 m; nacdechrdme-li nit o délce 10 m vétsi neZ
je rovnik vSude stejné vysoko nad rovnikem, vznikne jistd mezera;
stadi jeji $itka, aby ji proklouzla mys. Stika této mezery (mezi-
kruzi) jest

40000010 40000000
2m B 2w

=10m: 27w = 1,6 m,

tedy projde ji i prostredné velky clovék. Reste tutéZ dlohu v tom
pripadé, Ze o 10 m delsi nit nadechrdme kol hrachu, jehoZ polo-
meér jsou 3 mm. Jinou dpravu téZe ulohy lze Cisti u Julia Vernea:
O kolik delsi drahu vykond hlava dvoumetrového obra, obejde-li
zemeékouli po rovniku. “

Uloha 2

Dokazte: Obsah mezikruzi je zavisly na délce ,tecné tétivy“ me-
zikruZi, nikoliv na polomérech R, r kruZnic, které mezikruZi ohra-
nicuji. Te¢nou tétivou mezikruzi budeme zde rozumét tétivu veétsi
kruznice, ktera se dotykd mensi kruZnice (obr. 2).

Tento prekvapivy vysledek je zfejmy. Oznacime-li délku tecné
tétivy AB 2t, pak v pravothlém trojihelniku ASP plati:

R? -2 =¢2, (3)
Dosadime-li tento vysledek do vzorce
S = n(R? - r?)
pro obsah mezikruZi, dostaneme

S = mt?. (4)
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Obr. 2

V knize Martina Gardnera Aha! Insight ([2]) je tloha uvedena
historkou o urceni spotfeby koberce na pokryti chodby tvaru me-
zikruZzi v letiStni budové. Pfitom je udan pouze jeden tdaj (délka
tecné tétivy).

Uloha 3

Dokazte: Objem kulového prstence je zavisly jen na jeho vysce, ni-
koliv na poloméru koule. Pfitom kulovym prstencem rozumime tu
¢ast koule, kterad z ni zbude vyvrtanim otvoru, jehoZ osa prochézi
stfedem koule (obr. 3).

Tento vysledek je na prvy pohled neuvéfitelny. Vypocet viak
dokazuje jeho spravnost. MiZeme pfitom vyuZit napf. véty pro ob-
jem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného atvaru ,,pod
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Obr. 3

grafem® funkce y = f(z) v intervalu (a, b).

b
V= 7r/ f(z)dx (5)

a znamého vzorce pro objem valce.
V naSem pfipadé mame (v oznaceni podle obr. 4):

2 2 3
. P2 2 _ 2 U _ Ll 3 _4 (2
V—7r_ (r*—z*)dz 7r<r 4)1)—67rv—37r 2) . (6)

Nje

Elementarné lze ovSem vysledek odvodit s uzitim vzorce pro
objem kulové vrstvy. ProtoZe objem kulové vrstvy s podstavami
p1 a p2 a vysce v je roven sou¢tu objemu valcl s podstavami p;
a p2 a vySce 3 a objemu koule s polomérem % (viz napf. piehled
[5]) je spravnost vysledku (6) ihned patrna.

Bohumil Dobrovolng uvadi v knize Matematické rekreace nas
problém jako tlohu 103 takto (obr. 4):

wsJedna pro poctdre, o niZ si leckdo premoudiely tTekne, Ze je
neuvéritelné hloupd, protoZe je v ni mdlo dat: Stiedem plné ocelové

koule jsme vyvrtali prichozi vdlcovou diru, presné 60 mm dlouhou.
Kolik vazi zbytek koule?“
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Obr. 4

Uvedme nyni dva p¥iklady motivaci, které vedly k vykonim
na nejvyssi mozné Grovni. Prvni se tyka diikazu Velké Fermatovy
véty, jednoho z velkych vysledki matematiky 20. stoleti, druhy
je plodem bésnické tvofivosti Karla Capka a tyka se svétového
rekordu.

Velka Fermatova véta zni:

Pro n > 2 nemd rovnice ™ + y™ = z™ s nezndmymi x, y, 2
resSeni v oboru prirozenych cisel.

Tuto vétu, formulovanou Fermatem kolem roku 1637, doka-
zal teprve roku 1993 anglicky matematik Andrew Wiles, narozeny
r. 1953. Historii hledani dikazu Fermatovy véty popisuje kniha
Simona Singha Velkd Fermatova véta ([4]). Ocitujme z ni nékolik
myslenek.

Uz v roce 1963 byl desetilety Andrew Willes fascinovan ma-
tematikou: , Libilo se mi, kdyZ jsme ve Skole 7esili rizné obtizné
ulohy. Nosil jsem si je i domi a doma pak sestavoval viastni. Ale
na nejlepsi problém jsem narazil v mistni knihovné,“ na velkou
Fermatou vétu. ,Vypadala velmi snadné, a pritom ji Zddny z vel-
kych matematiki neumél dokdzat. Zdroveri byla jeji formulace tak
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jednoduchd, Ze jsem ji i jd, ve svych deseti letech, byl schopen po-
chopit. Od tohoto okamZiku jsem védél, Ze ten problém neopustim.
Musel jsem ho prosté vyresit* ([4], s. 16).

Pfitom napf. historik matematiky E. T. Bell o problému na-
psal: ,Je pravdépodobné, Ze civilizace dospéje ke svému konci
di‘ive, neZ bude Velkd Fermatova véta vyreSena® ([4], s. 52).

Po ziskdni odmény 50000 dolard za vyfeSeni Fermatova pro-
blému napsal A. Willes:

, Neexistuje Zddny jing problém, ktery by mél pro mne stejny
vyjznam. Byla to vdseri mého détstvi: Nic jej nemuZe nahradit. Vy-
resil jsem jej. Budu zkouSet 7esit i jine problémy, tim jsem si jist.
Nékteré z nich budou velmi téZke a opél zaZiji pocit uspéchu, v ma-
tematice vSak neeristuje Zddny jing problém, ktery by mne mohl
drzet tak, jako ten Fermativ. Mél jsem to velmi vzdcné privile-
gium, Ze jsem mohl v dospélosti délat to, co bylo mym détskym
snem. Vim, Ze je to meobvykld vysada, ale kdyzZ se miZete v do-
spélosti zabyvat nééim, co pro vds znamend tak mnoho, pak vds
to naplriuje vic nez cokoli jiného. Po vyreseni toho probléemu se
urcité dostavi pocit ztrdty, ale souéasné mdm obrovsky pocit svo-
body. Byl jsem tim problémem posedly, Ze jsem o ném neustdle
premyslel po osm let — od chvile, kdy jsem se rdno probudil, aZ do
vecera, kdy jsem Sel spdt. To je dlouhd doba na premyslent o jediné
véci. Ta zvld$tni odysea ted skonéila. Md mysl je na odpocinku“
([4], s. 179).

Willesova motivace byla pozitivni: vyfesit problém, ktery ni-
kdo nevytesil. V Capkové povidce Rekord, z ni% si pfipomene
ukazky, jde o motivaci negativni ([6], s. 88-94).

»leda ten Pudil si pro mne rano poslal, Ze se mu néco stalo. Ja
ho najdu v posteli, jak hekd a naddava. Tak pry Sel véera vecer na
sad podivat se na vagksle, a tam vdm nachytal na stromé néjakého
kluka, jak si cpal do kapes tresné. Vite, on je ten Pudil trochu
rabidk; tak on si odepjal Temen, stdahl kluka za nohu se stromu
a 1eZe do ného remenem. V tom na néj nékdo z druhého brehu
vold: ,Pudile, nechte toho kluka!* On ten Pudil trochu Spatné vidi,
ja myslim, Ze to je od toho piti; zmercil jenom, Ze na druhém brehu
nékdo stoji a koukd na néj. Proto jen pro jistotu rekl: ,Co je ti po
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tom, lumpe,‘ a Tezal do kluka tim vic. ,Pudile,‘ zatval ten clovék
na druhém brehu, ,pustte toho kluka, jo?‘ Pudil si myslel, co ty
mné muzes udélat, a proto jen kiikl: ,Vlez mné nékam, ty troubo!*
Jen to Tek, a uZ leZel na zemi se strasnou bolesti v levém rameni;
a ten Elovék na druhém brehu povidal: ,Jd ti ddim, ty mamlase
stateckd!* Poslouchejte, oni toho Pudila museli odnést, ani vstdt
nemohl; a vedle ného leZel tenhle kdmen. Jesté v noci jeli pro
doktora; doktor chtél Pudila odvézt do Spitdlu, protoZe md vSechny
kosti na madéru; pry mu ta levacka zistane chromd. JenZe ten
Pudil ted o Znich do Spitdlu nechce. Teda rdno si pro mne poslal,
Ze toho prasivku mizerného, toho vola, co mu to udélal, musim
arestyrovat. No dobra.

Poslouchejte, kdyZ mné ukdzali ten kdmen, ziustal jsem kou-
kat; on je to buliznik s néjakym kyzem, takZe je L€Zsi neZ vypada.
Potézkejte; ja jsem jej na omak odhadl na Sest kilo — schazi je-
nom jednapadesdt grami. Panecku, s takovym kamenem se must
umét hazet. Pak jsem se Sel podivat na ten sad a na 7eku. Co byla
zvalend trdva, tam se svalil ten Pudil; z toho mista byly jesté dva
metry k vodé; a teka, pane, reka tam je na prvni pohled dobriych
ctrndct metrd Sirokd, protoZe se tam krouti. Pane soudce, jd jsem
zacal kricet a skakat a poviddam, prineste mné honem osmndct me-
tri Spagdtu! Potom jsem zarazil kolik na to misto, kde se svalil ten
Pudil, privazal jsem k nému ten provazek, svléknu se a plavu s dru-
hym koncem provdzku v hubé na druhy breh. A co byste Tek, pan
okresni: ten Spagdt stacil akordt k druhému brehu: a to jesté pak
prijde kus hrdze a leprve nahote je cesticka. Ja jsem to trikrdl
premeéril: od toho koliku na tu cesticku, to je navlas devatendct
metru a dvacetsedm centimetri. “

»Clovéce Hejdo,*“ ekl soudce, ,tohle snad neni mosné: devate-
ndct metry, to je néjakd ddlka; poslouchejte, nestdl on ten élovék
ve vodé, jako uprostred teky?“

»10 mé taky mapadlo,“ pravil pan Hejda. ,Pane okresni, od
jednoho brehu k druhému je hloubka pres dva metry, protoZe tam
je takovy zdkrut. A po tom kameni byl jesté dolik v hrdzi; vite,
ten druhy breh tak trochu vydldzdili, aby to tam nebrala voda. Ten
clovék vytrhl ten kdmen z hrdze a mohl jej hodit jenom z cesticky,
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protoZe ve vodé by nestadil a na hrdzi by sklouzl. To teda znamend,
%e hodil devatendct celijch dvacet sedm setin metru. Vite, co to
je o

, ITreba mél prak,“ minil soudce nejisté.

Pan Hejda na ného vyéitavé pohledél. ,Pane okresni, vy jste
nikdy nehdzel z praku, Ze jo. Tak to zkuste vystrelit z praku dva-
ndctiliberni kdmen; to byste musel mit katapult. Pane, ja jsem se
s tim kamenem drel dva dny; zkousel jsem udélat néjakou smycku
a roztolit jej, vite, jako p7i vrhu kladivem; jd vam 7ikdm, to vam
vyklouzne z kaZdé smycku. Pane, to byl éisty vrh kouli. A vite,“
vyhrkl rozéilené, ,vite vy, co to je? To je svétovy rekord. Tak.“

»Ale dejte pokoj,“ uZasl pan soudce.

,Svétovy rekord,“ opakoval cetnik Hejda slavnostné. ,,Ona zd-
vodni koule je téZsi, vazi sedm kilo; a letosni rekord v zavodni kouli
je Sestndct metri bez néjakého centimetru. Devatendct let, pane,
byl rekord patndct a pul metru; aZ letos jeden Amerikan, jakpak
on se jmenuje, néjak jako Kuck nebo Hirschfeld, hodil skoro Sest-
~nact. Tak to by pri Sestikilové kouli mohlo délat osmndct nebo
devatendct metri. A my tady mdme o dvacet sedm setinek wvic!
Pane okresni, ten chlap by dohodil zdvodni kouli dobrych Sest-
ndct a c¢turt, a bez tréninku! Jezisi Kriste, Sestndct a étvrt metru!
Pane soudce, jd jsem stary vrhac; na Sibiri, to vZdycky kluci volali,
Hejdo, hod to tam — totiZ ruéni grandt, vite? A ve Vladivostoku
jsem hazel s americkymi marinidky; ja jsem dohodil zdvodni kouli
¢trnact, ale jejich kaplan udélal o ¢ty body vie. Hergot, my jsme
se néco na Sibiri nahdzeli! Ale tenhle kamen, pane, jsem hodil je-
nom patndct a piul metru; vic jsem ze sebe nedostal. Devatendct
metra! Hrom do toho, ekl jsem si, toho chlapa musim dostat; ten
ndm udéla rekord. Predstavte si, vyfouknout Americe rekord!*

»A co s tim Pudilem?“ namitl soudce.

,Cert vem Pudila,“ kiikl pan Hejda. ,Pane soudce, jd jsem
zahdjil pdtrani po nezndmém pachateli svétového rekordu; to je
ndrodni zajem, no ne? Tak nejdiiv jsem mu zarucil beztrestnost
za toho Pudila.“

sVcera k veCeru ke mné privedli mlddence, a to pry je ten,
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co tim kamenem potloukl toho Pudila. Vsak ho, huncita jednoho,
uvidite, éekd venku. ,Poslouchej, Lysicky,‘ poviddim mu, ,tak tys
hodil timhle kamenem po Pudilovi?‘ ,Jo, povidd on, ,on mné Pu-
dil naddval, a jd jsem se doZral, a on tu jiny kdmen zrovna nebyl -
“,Tak tady mds jiny kdmen, * jaiku, ,a ted dohod na Pudiliv breh;
ale jestli nedohodis, ty kujone, tak ti proZenu perka!

Tak on vzal ten kamen — pracky mél jako lopaty, postavil se
na hrdz a miril; koukdm, techniku nemél Zddnou, styl Zadny, ne-
pracoval nohama ani trupem, a plums! Hodil kdmen do vody asi
¢trndct metru; vite, je to dost, ale — Dobrd, tak ja mu ukazuju, Ty
trulante, to se musis postavit takhle, pravym ramenem dozadu,
a kdyZ hodis, tak soucasné pritom musis vyrazil tim ramenem,
rozumis?‘ ,Jo,“ on na to, zkrivil se jako svaty Jan Nepomucky a
plums! Hodil kamen na deset metri.

vewv/

Vite, to mé doZralo. ,Ty lumpe,* kiicim, ,ty Zes trefil toho Pu-
dila? Ty lZes!* ,Pane vachmajstr,‘ povidd on, ,pdnbu vi, Ze jsem
ho trefil; at se tam Pudil postavi, vsak jd na néj zase dohodim, na
toho psa zlgho.‘ Pane, jd jsem teda béZel za tim Pudilem a prosim,
pane Pudile, koukejte se, tady jde o svétovy rekord; prosim vds,
pojdte zas naddvat na ten vds bieh, on ten cihld¥ po vds hod? jesté
jednou. — A to byste nevéril, pane soudce: ten Pudil Ze ne, a Ze
nepujde ani zanic. Vidite, tihle lidi nemaji Zddné vyssi zdjmy.

Tak jdu zas na toho Vaska, toho cihldate. ,Ty podvodniku,‘ kii-
¢im na néj, ,to nent pravda, Zes Pudila pobil; ten Pudil 7ikd, Ze to
byl jing. “ ,To je leZ, ‘povidd Lysicky, ,to jsem udélal ja.‘ , Tak ukaz,*
poviddm, ,dohodis-li tak daleko!* Ten Vasek se jen drbe a sméje:
,Pane vachmagstr,‘ povidd, ,takhle naprdazdno, to ja neumim; ale
do toho Pudila trefim dycky, na toho mdm dozZer.‘ ,Vasku,‘ rikam
mu po dobrém, ,dohodis-li, pustim té; kdyZ nedohodis, tak pijdes
sedét pro tézké ubliZeni na téle, Zes toho Pudila zchromil; ty ho-
lomku, za to dostanes pil roku,‘ ,Tak to jd si odsedim v zimé,‘ Tekl
ten Vasek; a jd jsem ho teda ve jménu zdkona zatknul.“

»ledy vy jste ten Vaclav Lysicky,“ 1ekl okresni soudce, pohli-
Zeje prisné na bledovlasého delikventa. ,Vy se pfizndvdte, Ze jste
v umyslu ublizit mu hodil tenhle kdmen na Frantiska Pudila a Ze
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jste mu privodil tézké zranéni. Je to pravda?“

, Prosim, pane soudce,“ zacal provinilec, ,to bylo tak: on ten
Pudil tam mildtil néjakého kluka, a jd jsem na néj volal pres tu
reku, aby toho nechal, a on mné zacal naddvat - “

,Hodil jste ten kdmen nebo ne?“ spustil soudce.

, Prosim, hodil,“ ekl provinilec zkrousené; ,ale on mné nadd-
val, a tak jd jsem popad ten kamen — “

,Hrom do vds,“ rozkrikl se soudce. ,Pro¢ lZete, ¢lovéce? Ne-
vite, Ze na to je veliky trest, kdyZ chcete obulikovat drady? My
vime dobte, Ze jste ten kamen nehodil!“

»,Hodil, prosim,“ koktal mlady cihldr, ,ale on mné Pudil rekl,
abych mu vlezl nékam — “

,Poslouchejte, clovéce, posledni slovo: hodil jste ten kamen
nebo ne?“

,Hodil,“ mumlal Vdclav Lysicky s berani tvrdohlavosti.

»Vy osle,“ vyhrkl soudce, ,hodil-li jste ten kamen, tak to je
tezke ublizeni na téle a s tim pujdete ke krajskému soudu a dosta-
nete nékolik mésici, rozumite? Nechte uZ toho naparovdni a pri-
znejte se, Ze jste si to s tim kamenem vymyslel; jd vam ddam jenom
tri dny pro klamdni dradu, a muZete jit. Tak co, uhodil jste tim
kamenem toho Pudila nebo ne?*

» Uhodil,“ pravil Vdclav Lysicky zaryté. ,,On mné pres tu Teku
naddval — “

Andrew Willes i Capkiiv Vdclav Lysicky byli posedli myslen-
kou. Prvni z nich myslenkou najit dikaz, druhy touhou po odplate.
,Bez posedlosti, al uz éimkoliv, by se lidsky vyvoj iplné zastavil,
protoZe pravé schopnost ,,dat se posednout® myslenkou je to, co
nds odlisuje od zvirat* ([7], s. 217).
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