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O HYPERBOLE

MiLADA KOCANDRLOVA

Vsude tam, kde se vzdalenost neméfi pfimo, napft. pii méfeni
pomoci fazového rozdilu dvou vin, ma vyznam hyperbola.
1. Zvukomeéricka uloha

Ulohou zvukoméfictvi se rozumi tloha uréeni polohy nezna-
mého zvukového zdroje, jestlize byly zjistény casové rozdily ¢, to,

ts, ..., po kterych zvukova vlna ze zdroje N dosla do nasloucha-
cich stanic Sq, Sz, S3, ... pozdé&ji (nebo dfive) nez do stanice Sy,
viz [3].

Vezmeme-li napt. dvojici SpS; naslouchacich stanic, pak geo-
metrické misto boda jejichz rozdil vzdalenosti od téchto dvou
bodu je konstantni, je hyperbola. Analogicky pro dvojici Sy, Ss.
Zdroj N je prisec¢ikem obou hyperbol.

Predpokladejme tedy tii stanice Sp, Sy, S2. Kartézskou sou-
stavu soufadnic zvolme tak, ze pocatek je v bodé Sy, na ose x lezi
bod Si[z1;0], bod S2[z2; y2] a N|z;y], obr.1.

Cas, za ktery zvuk dojde ze zdroje N do stanice Sy oznacme
t, potom do S; dojde za cas t + t;, tj. o Casovy rozdil t;, 1 = 1,2,
diive nebo pozdéji. Rychlost zvuku oznacdime v.

Sz

So/ " s,
Obr.1
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Mnozina vSech bodt N, které maji od bodu Sy, S1 (ohniska)
konstantni rozdil vzdalenosti vt;, je hyperbola

(-2
222 - 2y ;2 = L (1)
vt r1° — vt

4 4

Hyperbola s ohnisky Sp, S, resp. Si1,S2 je otoCenéd vzhledem ke
zvolené soustavé soufadnic, proto by nebylo vhodné vyuZivat je-
jich rovnice k nalezeni bodu N.

Sférické vinoplochy, které maji stted v bodé N a prochézeji
stanicemi Sp, S1, S2, maji vyjadreni:

yZ + x2 — ,UZtZ,
v? + (z; — z)? = v3(t + t1)?,
(yz — y)2 + (IL‘z —_ SL‘)2 = 'Uz(t + t2)2 .

Odeétenim prvni rovnice od zbyvajicich dvou rovnic dostaneme
dvé linearni algebraické rovnice pro tfi neznamé z, y, t

2x1T = —20%t,t — v2t,% + 11?12,

2Yy2y + 2x2x = —Byeiol — 1 ta® apa® - y22 .
Vyloucenim ¢ dostaneme rovnici primky
2(t1T3 — tax1) T + 2t1y2 y = v3t1ta(t; — t2) + t1(x2 + y2) — ta2l.

Bod N je prisecikem této pfimky s hyperbolou (1), obr.1.

Je ziejmé, Ze zvukoméricka uloha je obracenou ulohou k uloze
GPS, viz [2].

2. Hyperbolické sité

To bylo geometrické feseni zvukomérické Glohy. V praxi se pt-
vodné zvukovy zdroj urcoval pomoci hyperbolickych siti, obr.2.
Konstrukce interpolaénich hyperbol, které mély obecné malé hlav-
ni osy, byla ale slozité.
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Rakousky general Austerlitz v r. 1918 proto misto sité hy-

perbolické navrhl sité vyuzivajici nasledujici tii vlastnosti tecen
a asymptot hyperboly, viz [1].

1. Te¢na t hyperboly v jejim bodé 7" prochazi prisecikem M jeji

vedlejsi osy s kruznici k opsanou trojihelniku F) F, T, kde F7,
F; jsou ohniska.

Teéna t ptli thel o privodiéd FiT a F,T. Uhel a je obvodovym
thlem k tétivé F F3, obr.3. Polovi¢ni thel £ je obvodovym thlem

piislusnym k tétivé M F. KruZnice k ma stfed S[0, e cotha], po-
lomér

(&

T = — .
sin o

Z trojuhelnika O Fy M dostavédme pro bod M [0, —e tg a]. Rovnice
kruznice k je

z? + y% — 2 ey cotha — e? = 0.

Je nazyvana kruznici pfesnosti ihlu a.

2. Prlisecik P teCny t s asymptotou a; hyperboly leZi na kruznici

k' obvodovych thla %a nad tétivou F} F3, tj. kruznici pfesnos-
ti ahla %a.
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Obr.3 Obr. 4

Je tfeba ukézat, Ze bod Plz,y] leZi na kruznici &/, kterd ma
rovnici 22 + y? — 2eycothza — €2 = 0. Pomoci sinové véty v troji-
helniku F F>Q, kde jsme oznadili ¢ odchylku teény a ¢ odchylku
asymptoty od osy = (obr.4) dostaneme

Q| _a _ sin(§ — )  cosy

|[FiF2| e sin(2—-%2) cosg’

Sinovou vétou v trojuhelniku OPM dostavame

|OP|  sin(3 —%) cosy cos &
IMP| ~ sin(% +¢) cosyp 2
RozepiSeme-li rovnost |OP| = |MP|cos § do soufadnic, dosta-

neme rovnici kruznice k. Jeji stfed je S’[0,ecoth§]| a polomér
! San OX
r’ =e/sing.

3. Bod S” vedlejsi osy hyperboly takovy, ze | M S”| = 3|M Fy|, je
stfedem kruznice [, kterad se dotyka teény t hyperboly. Jeji po-
lomér je 3a.

V pravothlém trojuhelniku MT'S" je (viz obr.5)

[T'S"| = |MS"|cosyp = 3|MFi|cosyp = 3a
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Obr. 5
Je-li a = 0, tj. tena je asymptotou a M = O, je pro stied S,
dotykové kruznice [,, poloméru 3a, |S,O| = 3e. Kruznice k, o pru-
méru |S, 0| se nazyva asymptotova, obr.5. Asymptoty prochazeji
prusecCiky A;, Ay kruznic k, a l,.

Konstrukce a pouZiti tangencidlniho a asymptotového planu

Pii kazdé zakladné S;S;y1 (tj. F1F,) jsou zakresleny svazky
kruznic k; presnosti hld «a; a jejich praseciky My, My, M3, ...
s osou zakladny, kterymi prochazi te¢na hyperboly, obr.6.
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Na planu se nejdfive uréi priusecik A asymptot hyperbol s oh-
nisky So,S1 a S1,5,. Ten se potom zpfesni pomoci tecen téchto
hyperbol.

Asymptota prochazi bodem Og a pruseéikem kruznic k, a [, =
= (84, 3a). Analogicky pro druhou hyperbolu. Prisecik asymptot
a1 a aj je bod A.

Bod A je blizko kruZnice k4 piislusné zakladné S¢S;. Tecna
z bodu M, se dotykd kruZnice Iy = (S”4,3a). Analogicky pro
druhou zakladnu. Prisecik tecen t a t’ je bod T'. Stfedy S; lze
volit dostatec¢né blizko sebe, potom chyba ndhrady hyperbol jejich
teCnami je mald.

3. Virtudlnt zdroje pro lom paprski

Z bodového zdroje S se svételny paprsek lame na rovinném roz-
hrani z do jiného prostiedi. Prodlouzime-li lomeny paprsek zpét
do ptvodniho prostfedi na délku pivodniho paprsku, dostaneme
bod T'. Bod T je virtudlnim zdrojem pro lomeny paprsek.

Kolmici z bodu S na rozhrani z volme za osu y a jeji patu O za
pocatek soustavy soufadnic. Déle ozna¢me M bod lomu, h = |SO|
a a,  odchylky paprskii od normaély rozhrani, obr.7a. Potom

h
|MT| = |MS| = .
Cos &
y y
A S
T
S D o
h
|
| X X
0 M 0 M
Ip B
I | .
| \p

Obr. 7a Obr.7b
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Pro souradnice bodu 7' plati

h
x=|MS|sina — |MT|sinf = .

0s
h cos 3

cosa

(sina — sin 3)

y=|MT|cosf =
Vyloudenim parametri a a 8 s vyuZitim zdkona lomu
sina = nsin g

dostaneme rovnici
y? z?n+1
h2 RZn-1
hyperboly pro lom k norméale n > 1. Pro lom od normaly n < 1
dostaneme rovnici

1

y? z?n+1

h2 T R21-n
elipsy, obr. 7b. Elipsa i hyperbola maji obé spole¢nou osu y a spo-
le¢ny vrchol S. Pomoci téchto kfivek lze ke kazdému paprsku SM
urcit paprsek lomeny.
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