Ucitel matematiky

Milan Hejny; Marie Ticha
Matematické piibéhy (9): Piibéh devaty. Hadky feSené NIM-em

Ucitel matematiky, Vol. 12 (2004), No. 3, 143-150

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/150829

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzika, 2004

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized

documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/150829
http://dml.cz

143

MATEMATICKE PRIBEHY? (9)
Pribéh devaty
HADKY RESENE NIM-EM

MILAN HEJNY, MARIE TICHA

Ttidni ucitelka se rozhodla Matéje s Filipem rozsadit, protoze
soustavné vyrusovali. Matéj ptijde do prvni a Filip do posledni
lavice.

, Rozsazeni nepomiize. Budou si stale posilat dopisy a vyru-
sovat celou fadu. Lepsi by bylo ...“ pokusila se navrhnout jiné
FeSeni Jana.

,Netrapte se s tim,“ pferusSila ji pani uditelka, ktera v sobé
nezapiela ¢eStinarku. ,,Dopisy pijdou, Jano, pies tebe, a ja té po-
véruji, abys v nich opravila gramatické chyby. K adresatovi pustis
jen ten dopis, ktery bude uplné bez chyby, ostatni vratis pisateli.
Plati?“

Trida se smala a Jana se v duchu zaradovala, Ze bude moci
kluky trochu potrapit. Dopisy sice neposilala zpét k pisateli, ale
opravovala je velmi peclivé. Kluky jeji Cervené opravy pofadné
zlobily. Schylovalo se k bource. Blesk uhodil po prvni korespon-
denci. V ni se hoSi domluvili, Ze odpoledne ptjdou spole¢né na
kluzisté. Filip stanovil setkdni na 15. hodinu pfed kluzistém. Jana
ale Cislici ,,5“ pozmeénila na ,,6“. Jeji zdmér vyvolat nedorozumeéni
se ji zdaril.

Nékolik minut pred 15. hodinou byl Filip se dvéma péary brusli
na stadionu. Cekal zbyteéné a v 15.40 rozzlobené& odeSel. Pfesné
v 16 hodin se na stadion priritil Matéj. Také cekal zbytecné. Po
pulhodiné odesel s predsevzetim, Ze Filipa zmléati. Druhy den se

2 Clanek byl napsan s podporou grantu GACR 406/02/0829. Upraveno
podle stejnojmenného ptfibéhu knizky M. Hejny, L. Niepel: Sestnast matema-
tickych pribehov, SNP, Bratislava 1983.
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chlapci pohédali. KdyZ se ale podivali na listek, ktery si posilali,
pochopili pfi¢inu nedorozumeéni. Zrada! Nékdo pfepsal pivodni
¢islici 5 na 6. Kdo jiny nez Jana, ,, Je-1i ¢eho moc, pak je toho pfi-
1i5,“ pronesl Matéj oblibenou vétu svého budouciho Svagra Petra.
Osud Jany byl zpedetény. Jak ji vytrestat, to kluci zatim nevédéli.
Byli ale pfesvédéeni, Ze se prilezitost najde.

A nasla se. Koncem tnora Jana onemocnéla a nechodila do
skoly. Uzdravila se, kdyZ zadinaly jarni prazdniny. Dfive, neZ od-
jela s rodiéi k babicéce, zatelefonovala Matéjovi, aby ji fekl, co se
ve Skole probralo a co se maji naudit.

,Pockej Jano, hned si sko¢im pro sesity,“ preochotné rekl Ma-
téj, jehoz duse volala po pomsté. Pfi literatufe mluvili o Erbenovi
a jeho sbirce basni Kytici. Maji se naucit Kytici, fekne Jané, ze
dostali Polednici.

,Halo, Jano? Je to celkem dobré, vétS§inou nam ucitelé nedali
nic, abychom si pry oddechli. Matikar fekl, ze mame vyresit 5 uloh
podle vlastniho vybéru ze stran 62 a 63 a ujistil nas, ze hned po
prazdniniach mame nadéji na pisemku. Kovbojka se ale odehrala
pri ¢estiné. Dozrali jsme t¥idni a ta ndm naparfila naucit se z Kytice
prvni tfi ¢asti Zlatého kolovratu, coz predstavuje 27 slok, 5 versi
kazda. J& se to snad nenaucim.“

Tak, a bylo to. Kdyz Matéj referoval Filipovi o akci, omlouval
se, ze byl k Jané tak kruty. VZdyt ji chtél dat jen Polednici nebo
jesté néco kratsiho, ale najednou mu hlavou proletéla predstava
marného éekdni na stadionu a tak ji to napafil.

»,Patii ji to! Aspon si uvédomi, jaké to mé nasledky, kdyz se
do néas rype,“ ulehc¢il kamarddovu svédomi Filip.

Kdyz podfuk vysSel po prazdninich najevo, ukazalo se, Ze po-
msta byla skutetné hrozna. Jana se basenn udila tak intenzivné,
ze se rozhodla odejit z velmi pékné oslavy narozenin svého bra-
trance diiv nez ostatni a ozZelela dokonce i vylet na bézkach. Nyni
se zase Jana citila byt velkou dluznici. Musi vymyslet, jak kluky
potrestat.

Dlouho ¢ekat nemusela. Prilezitost ji nabidla pisemka z mate-
matiky. Tyto pisemky byvaly zajimavé akce predevsim kviili hod-
noceni. Ucitel casto daval vyjimecné GspéSnym resitelim kromé
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znamky i zvlastni prémie. KdyZ naptiklad nejslabsi zak tfidy na-
psal pfedvanoc¢ni pisemku na dvé minus, pijéil mu na celé prazd-
niny svoji sadu draténych hlavolami. Tentokrat pan ucitel vypsal
pomlézku ze Sesti prutti. Matéj prohlésil, Ze pomlazka bude na
sto procent jeho. JenZe ve tiidé je dobrych matematikl vice —
napfiiklad Filip. Ale na néj Maté&j tentokrat ani nepomyslel; chtél
souperit s Janou, kterd, kdyz se do toho d&, je také velmi dobra.
A Jana se do toho opfela. Byla tise, nevytrubovala své plany jako
Matéj, ale o to 1épe se na pisemku pfipravila. Pomlazku ziské ona a
s jeji pomoci bude Matéje provokovat. Vyda mu ji, ale jen tehdy,
kdyZ ji bude cely tyden nosit tasku do Skoly i ze $koly. A jestli
se Matéj ozve jen slovickem, piibali mu do tasky dvé cihly, tak.
Pomsta byla na dosah ruky.

Pisemka je napsand, oznamkovana! Pan uditel oznamuje Gspé-
chy i netspéchy zaki. Tento ceremonial mé uz zabéhnuty pribéh
— zacina se od konce, nejprve pfijdou na fadu nejslabsi prace. Tro-
chu smutku povzbuzeni a rada, jak znamku opravit. Potom lepsi
a jeSté lepsi prace a nakonec ty nejlepsi. VSechna jména uz padla,
zbyvala jen dvé: Jana a Matéj. Pan ucitel se zatvéaril slavnostné.
,AZ dosud se nam jesté nestalo, aby nékdo zvladnul takovou néa-
ro¢nou pisemku Uplné bez chyby, na plny pocet bodi. A tentokrat
ji tak napsali dokonce dva. Vitéziim blahopfeji! Velmi rad upletu
pomlazky dvé.“

,1o by nebylo spravedlivé,“ vyskocila Jana, ktera zisk po-
mlazky, pokud Matéj dostane tutéZ, nepovazovala za vitézstvi.
Vysvétlila své divody a zadala dalsi boj, dokud se jasné neroz-
hodne — bud jeden, nebo druhy.

,Souhlasim,“ hrdé rekl Maté;.

, Potom musim souhlasit i ja,“ podrobil se pan uéitel a navrh-
nul, jak uréit vitéze. Psat dalsi pisemku by bylo otravné. Lepsi
bude, kdyZ si soupefi zahraji dvé matematické hry — dva rdzné
NIM-y. Od kazdého sehraji dvé partie, prvni vidy za¢ne Jana a
druhou Matéj. Soupefi na tento navrh pfistoupili. Pan ucitel vy-
sypal na stll zapalky a vysvétlil jim pravidla her.

»,1oto je prvni NIM; na hromadce je n zapalek. Hraci je st¥i-
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davé odebiraji. V kazdém tahu musi hra¢ odebrat aspon jednu a
nejvys k zapalek. Vyhrava ten hrac, ktery odebere posledni za-
palku. Cisla n a k si zvolime, dejme tomu, takto; n = 17, k = 3.

Druhy NIM mé stejnd pravidla jako prvni, rozdil je pouze
v tom, Ze zvitézi ten hrac, kterému po rozebrani celé hroméadky
zlstane v ruce lichy pocet zapalek. V této hte je ¢islo n vzdy liché.
Dame si ¢isla n = 11 a k = 4. Tak, a mUZete zacit hrat.“

Zde vypravéni ukoncéime, abychom se mohli vénovat hie NIM.
Konec pfibéhu si miiZze ¢tenaf dotvofit podle libosti.

Hra patfi od nepaméti mezi oblibené zabavy nejen déti, ale i
dospélych. Vitézstvi v nékterych hrach zavisi pouze na stésti (ka-
retni, v kostky, ... ), v jinych na divtipu (Sachy, mlyn, japonské go
a podobné). Tyto druhé hry nazyvame matematické. Za druhé své-
tové valky, motivovany vojenskymi potfebami, je zacal studovat
americky védec John von Neumann v souvislosti s konstruovanim
prvnich poditacich stroji.

Dva zakladni pojmy teorie her jsou:
kriticka pozice — takova pozice, ve které hrac, ktery je na tahu,
prohraje (samoziejmé, pokud jeho soupef hraje bezchybné),
strategie — navod na to, jak v kazdé nekritické pozici zahrat
nejlepsi tah.

Kazda matematicka hra, kterd mé koneény pocet pozic a pra-
vidla nezavisld na nadhodé€, ma strategii. Dokonce i Sachy maji
strategii, jenZe lidé ji dosud neobjevili. AZ ji objevi, bude mozné
vymyslet takovy Sachovy stroj, nad kterym Zadny Sachista (ani
ten nejgenialnéjsi) hrajici Cernymi figurami nebude moci vyhrat.
Doufejme, ze ta doba je jesté daleko.

Dnes uz existuji stroje, které uméji hrat sachy na velmi dobré
trovni. Je ale samozfejmé, Ze vyzkum v tomto sméru (oboru) ma
mnohem hlubsi cile, nez je sestrojeni Sachového stroje. Piesto ale
tvorba takového stroje je velmi pékna a zajimava aloha, na které
se lidé udéi fe$it mnoho problémi kolem poditaci. Mezi konstruk-
téry Sachovych stroji patfi mnoho Sachistli, napf. byvaly mistr
svéta Michal Botvinik.

Dodejme, Ze vymyslet stroj na kterykoli z nasich NIM-{ dnes
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uZ umi i student matematicko-fyzikalni fakulty. Ale pro vas bude
hledéni strategie zatim je$té naro¢ny ukol.

Ulohy
Uloha 1. Na hromddce je 17 zapalek. MiiZete z ni najednou ode-
brat 1, 2 nebo 3 zapalky. Vyhrava ten, ktery bere posledni za-
palku. Jak mé zapalky odebirat prvni hrac, aby zvitézil? Zkuste
totéz s 31 zapalkami.
Uloha 2. Na hromadce je 53 zapalek. Najednou miizete odebrat
1, 2, 3 nebo 4 zépalky. Jak ma zapalky odebirat zacdinajici hrac,
aby vyhral, tedy sebral posledni zapalku, bez ohledu na to, jak
hraje druhy hrac?
Uloha 3. Zapalky jsou rozdélené do dvou hroméadek. Na jedné
je n zapalek, na druhé m zapalek (m # n). Jak méa hrat prvni
hrac, aby vzdy vyhral, tedy aby bral posledni zapalku? Je mozné
odebirat libovolny pocet zapalek, ale vzdy jen z jedné hromadky.
Najdéte reSeni, které bude platit pro libovolna dvé ¢isla n a m.
Uloha 4. Pii hie jste si zfejmé& ovéfili, Ze existuji takové po-
zice rozdeéleni zapalek (které jsme jiz dfive nazvali kritické), pfi
kterych ten, kdo pravé tahne, musi nutné prohrat (pochopitelné,
pokud soupef zna systém hry). Uméli byste najit kritické pozice
v nasledujici hie?

Zapalky jsou rozdélené do dvou hroméadek. Kazdy z hraci ode-
bird 1, 2 nebo 3 zapalky a vyhrava ten, kdo odebere posledni.

Uloha 5. I v této hie najdéte kritické pozice. Zapalky jsou rozdé-
lené do dvou hromadek; je mozné odebirat 1, 2 nebo 3 a vyhrava
ten, kdo odebere posledni.

Uloha 6. Ve druhém NIM-u méli Jana a Mat&j zaddno n = 9,
k = 3. Partii zacal Matéj tak, Ze vzal 1 zapalku. Védé&li byste, jak
ma vypadat jeho druhy tah, aby vyhrél, tedy aby mél lichy pocet
zapalek, jestlize Jana vezme 1 zédpalku? A co kdyZ Jana vezme 2
zépalky? A co kdyz 37

Uloha 7. Matéj s Janou opét hraji druhjy NIM. Na hroméadce je
11 zapalek, za¢ind Matéj a mize brat 1, 2, 3 nebo 4 zapalky. Po-
radte Jané, co m4 délat, aby vyhrala pti kazdém ze ¢tyf moznyjch
Matéjovych tahi.
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*Uloha 8. Zapalky jsou rozlozené do 3 hromadek. V prvni je 5
zapalek, ve druhé 7 a ve tfeti 9. Brat muzete libovolny pocet,
ale vZdy jen z jedné hromadky. Vyhrava ten, kdo bere posledni
zépalku. Uméli byste najit v8echny kritické pozice?

**Uloha 9. Zipalky méte rozlozené do &tyf hromédek, na kte-
rych je po fadé 1, 2, 5, 7 zapalek. Nyni budete hrat obraceny NIM,
tedy ten kdo sebere posledni zapalku, prohrava. Mizete brat libo-
volny pocdet zapalek, ale vZdy jen z jedné hromadky. Opét najdéte
vSechny kritické pozice.

Reseni

Uloha 1. Kazdy z hra¢t miZe odebirat 1, 2 nebo 3 zapalky. Pii
hledani nejvyhodnéjsiho postupu hry — strategie — je tfeba postu-
povat od konce. Jestlize na hromadce zbude 1, 2 nebo 3 zéapalky,
vyhrava hrac, ktery je na tahu, protoZe muze sebrat vSechny zby-
vajici zapalky, tedy i tu posledni. Kdyz vSak zbudou 4 zapalky,
hraé, ktery je na tahu, prohrava, protoZe soupefi musi nechat k se-
brani 1, 2 nebo 3 zapalky. Dalsi kritickd pozice je 8 zapalek. At
hraé, ktery je na tahu, odebere 1, 2 nebo 3 zapalky, souper vzdy
miZe pokracovat tak, Ze na hroméadce zbudou 4 zapalky (coz mu
zajisti vyhru). Dalsi kritické pozice pro hrace, ktery je na tahu,
jsou ty, kdy je na hroméadce 12, 16, 20,. .. zapalek. Z toho vyplyva,
Ze spravna strategie zacéinajiciho hrace je: na hromadce necham
takovy pocet zapalek, ktery je délitelny ¢tyfmi.

Uloha 2. Stejné jako v pfedchézejici uloze, zjistite kritické pozice.
Jsou to ty, pri kterych je poclet zdpalek na hromadce délitelny
¢islem 5. Zacinajici hra¢ by mél nejprve sebrat 3 zapalky, ¢imz
dostane soupeie do kritické pozice, a potom stale udrzuje na hro-
madce takovy pocet zapalek, ktery je délitelny péti.

Uloha 3. V této tloze je polet zapalek, které miZzeme najednou
sebrat, omezeny pouze poétem zapalek na hromédce. Po delsi hie
jste si mohli vS§imnout, Ze kritické pozice jsou ty, kdy je na obou
hroméadkach stejny pocet zapalek. Vitézici strategie zacinajiciho
hrace tedy je: vidy vyrovnavat pocty zapalek na obou hroméd-
kach.
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Uloha 4. Pozice je kritickd pravé kdyZ je na jedné hromédce n
zapalek, na druhé m zapalek a plati: m — n = 4k. Tedy rozdil
pocti zapalek na obou hroméadkach je délitelny ¢tyfmi. Jestlize je
napfiklad m = 5 a n = 3, bere prvni hra¢ 2 zapalky z péti tak,
aby na obou hromadkach zistalo po tfech zapalkach.

Uloha 5. Kritické pozice pro tuto tlohu jsou:

a) (47, 41)

b) (1 + 47,2 + 41)

c) (2 +4j,1+ 49)

kde 7, j jsou libovolna pfirozena Cisla. Uvedené pozice dostanete
z pozice (0,0), (1,2), (2,1) tak, Ze postupné vzdy na jednu z hro-
madek pridavate po 4 zapalkach.

Uloha 6. Piesto, ze pti lichém NIM-u se vitéz uréuje jinak nez
v prvnim NIM-u, je i tady strategie zaloZena na kritickych pozi-
cich. Pri hledani strategie je tfeba v kazdém tahu rozlisit, zda ma
hrac¢ v ruce sudy nebo lichy pocet zapalek. Matéjova strategie je:
a) bere-li Jana 1 zapalku, Maté&j bere 3,

b) bere-li Jana 2 zapalky, Mat&j bere 1,

c) bere-li Jana 3 zapalky, Mat&j bere 1.

Uloha 7. Podobné se da najit vitézn4 strategie pro Janu. Tady
mate spravné Janiny tahy pro nékteré pozice:

a) bere-li Matéj 1 zapalku, Jana bere 3,

b) bere-li Matéj 2 zapalky, Jana bere 3 nebo 4,

c) bere-li Maté&j 3 zapalky, Jana bere 1,

d) bere-li Matéj 4 zapalky, Jana bere 1 nebo 2.

Uloha 8. Z4pis (a,b,c) znamena pozici, ve které je na prvni hro-
madce a zapalek, na druhé b zapalek a na tieti ¢ zapalek. Poradi
pismen neni dilezité, protoZe na pofadi hromadek nezalezi. Ze
dvouhromédkového NIM-u vite, Ze vSechny pozice typu (a,a,0)
jsou kritické (a je libovolné p¥irozené &islo). Dalsi kritické pozice
jsou: ‘

(1,2,3), (2,4,6), (3,4,7), (1,4,5), (2,5,7), (3,5,6), (1,6,7).
Pozice (5,7,9) neni mezi kritickymi. Proto zaéinajici hra¢ vycha-
zejici z této pozice pii spravné hie zvitézi.

Uloha 9. 1 kdy# se zd4, Ze tento NIM je jiny, vétsina jeho kritickych
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pozic se shoduje s kritickymi pozicemi predchézejici ilohy. Jsou to
v8echny pozice (a,a,b,b) s vyjimkou pozice (1,1,0,0). Dale jsou
kritické tyto pozice:

(0,1,2,3), (0,2,5,7), (1,2,4,7), (1,3,5,7), (0,1,4,5), (0,3,4,7),
(1,2,5,6), (1,1,1,0), (0,2,4,6), (0,3,5,6), (1,3,4,6).

Jestlize druhy hrac tyto pozice ovlada, pak pfi spravné hie vzdy
vyhrava.
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