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OBJEVOVANI VZORCE PRO POVRCH VALCE

JANA HANUSOVA

Uvod

V tomto ¢lanku budu na rozboru jedné hodiny matematiky
v kvarté osmiletého gymnaézia ilustrovat nékolik svych zkusenosti
s konstruktivistickymi metodami ve vyucovani matematiky.

Pfi probirani vzorce pro povrch vilce jsem v kvarté osmile-
tého gymnazia zvolila konstruktivisticky pfistup, jehoz cilem bylo
dovést formou skupinového vyucovani ziky k samostatnému ob-
jevu tohoto vzorce. Své vyucovani jsem koncipovala formou expe-
rimentu, abych mohla pozdéji svou praci analyzovat.

Na ¢étvrté vyucovaci hodiné dne 15. 10. 2001 bylo pritomno
28 zakl, 13 divek a 15 hochti. Scénaf experimentu byl predem pfi-
praven a byl evidovan pomoci 1) modeld siti valci a pisemnymi
zdznamy zakl pfi hleddni vzorce pro povrch vilce, 2) pisemného
popisu prace, ktery o svém hledani vzorce napsala kazda skupina,
3) pisemnych zdznami o pribéhu experimentu, které jsem po ho-
diné zapsala, 4) deseti fotografii zachycujicich praci jednotlivych
skupin, 5) naslednych rozhovort s nékolika zaky, které se uskutec-
nily s odstupem ptl roku (v poloviné dubna 2002).

Priprava experimentu

Patifim k ucitelim, ktefi véri, Ze konstruktivistické pristupy
k vyucovani matematice, pfi nichz je zaklv podil na odhalovani
matematickych pojmi, vztahtl a procest vyrazny, jsou a¢inné€jsim
edukac¢nim nastrojem nez tradi¢ni vyucovani, zalozené na sd€lo-
vani hotovych produktli matematiky. Snazim se své zkuSenosti
nabizet tém koleglim, ktefi o né jevi zajem. PTi pfipravé na jeden
takovy seminaf pro ucitele okresu Mlada Boleslav jsem se rozhodla
prinést ke spolecné diskusi vysledky jedné vyucovaci hodiny reali-
zované konstruktivistickym postupem. Zvolila jsem téma Povrch
valce, presnéji: objeveni vzorce pro povrch vdlce.



OBJEVOVANI VZORCE PRO POVRCH VALCE 91

Moje priprava zacala rozhodnutim, Ze pouziji skupinové vyuco-
vani, které, aspor pokud se jedna o tuto tfidu, ma na vétsinu zakl
silny motivacéni vliv. ZvaZovala jsem vhodné pfistupové strategie,
tedy jaké vyzvy k zakim pouZiji pro ,nastartovani“ a sméfovani
jejich prace. Vybirala jsem z téchto t¥i alternativ:

Pruni alternativa:

1. kazda skupina dostane fyzicky model valce, ktery pomize
zaktim vyvodit hledany vzorec

2. pak podle vytvoreného vzorce vypocitaji numericky povrch
»Svého" valce.

Vyhodou uvedeného postupu je garance dobré predstavy za-
kladniho objektu — valce i manipulativni ¢innost. Jeho slabinou je
skute¢nost, Ze konkrétni vypocet (separovany model vzorce) pfi-
chézi az po abstraktnim poznani. To neodpovida postupu, ktery
popisuji Hejny a Kufina (2001, 103 a 104) a ktery mi byl impulsem
pro vytvoreni druhé alternativy.

Druha alternativa:

1. kazda skupina dostane fyzicky model valce a zjisti, kolik
barvy je zapotiebi na jeho natfeni

2. konkrétni vypocet se zaci pokusi zobecnit — najit obecny
vzorec

Pro zaky, kterym je valec jako geometrické téleso dobfe znam,
je to vyhovujici postup, ale pro zaky, ktefi zatim divérné poznani
valce nemaji, to mize byt niroéné, nebot pracuji s ne zcela jas-
nym objektem. Zejména miZe byt pro né t&Zké objevit, Ze plast
valce je vlastné obdélnik a jedna jeho strana ma délku obvodu
kruhd podstavy. Obé tyto myslenky jsou pfitomny v procesu le-
peni valce z jeho sité. Proto jsem se rozhodla pro nasledujici treti
a zavérecnou alternativu.

Treti alternativa:

1. Navrhnéte sit valce, tuto sit narysujte na barevny papir.
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2. Sit vélce vystfihnéte a modelovanim véalce ovéfte spravnost.

3. Zmérte potiebné idaje a vypoctéte povrch vymodelovaného
valce.

4. Naleznéte vzorec pro vypocet povrchu valce.

K realizaci této alternativy pfinese ucitel barevné papiry, ntizky
a rysovaci potfeby maji Zaci u sebe.

Predpokladany resitelsky proces zaka je mozné rozdélit do tri
¢asti. Prvni, iniciovana Glohami 1 a 2, je zaméfena na manualni
modelovani geometrickych objektd se zamérem ziskat zkuSenosti
s prostorovym objektem a jeho siti. Druha, iniciovana tdlohou 3,
vede zaky k ,,méfictvi® a tfeti, posledni, iniciovana alohou 4, k abs-
trakci procesu méfeni a pocitani s cilem objevit obecny vzorec.
Postup od druhé casti ke treti je abstrakénim zdvihem od sepa-
rovaného modelu k modelu univerzalnimu (Hejny, Kufina, 2001,
84).

Predchozi zkusSenosti Zaku

Z4ci jiz znaji pojem vélec (ve smyslu rotaéni vélec), s pojmy
podstava a plast se setkali u kvadru. Posledni dva tydny pfed té-
matem valec bylo probirano téma kruh, kde nejprve zaci pomoci
mnoha méfeni kruhovych pfedmétl objevili, Ze u kruhli je pomér
obvod/primér nezavisly na velikosti kruhu a je roven pfiblizné
¢islu 3. Néktefi zaci si na éislo m vzpomnéli, zejména ti, kteri
pracuji Casto s kalkulackou. V tabulkach jsme pak nasli hodnotu
m & 3,14 a ziskané poznani zapsali stru¢né vztahem [ = 27r a
[ = wd. Po seznameni se a zaZziti pojmu obvod kruhu jsme pfi-
stoupili k hledani zplisobu, jak urcit obsah kruhu. Prvni pokusy
zaka vétsinou vychazely z kruhu vepsaného do ¢tverce na ¢tverec-
kovaném papire. Pak nasledovala vyzva: Rozdélte kruh na 12 édasti
tak, aby se z nich dal sestavit utvar blizky k utvaru, ktery dobre
zndte. Cinnost déleni a sestavovani novych tGtvar dovedla zaky
k poznani, Ze obsah kruhu je dan soucinem disel 77 a 7.
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Realizace experimentu

Na zacatku hodiny jsem vyzvala Zaky, aby se rozdélili do dvou
az Ctyrclennych skupin. Tento zptisob organizace hodiny je pro
tuto t¥idu bézny a Zzaci jej plni okamzité a spontanné. Kazdé z osmi
vytvorenych skupin jsem dala nékolik barevnych papiri a jeden
bily. K tomu jsem fekla: Barevné papiry mdte na experimentovini
a na ten bily mi napiste, jak jste postupovali. Na tabuli jsem pak
napsala vSechny ¢tyfi ikoly uvedené ve treti alternativé nahofte.

Skupiny se ihned pustily do préace, ktera trvala 35 minut.
Klima bylo zcela uvolnéné, vSechny skupiny po celou dobu pra-
covaly zaujaté. Vyjimku tvofila skupina c¢islo 6 slozena ze Ctyf
chlapctl, z nichz pracoval pouze jeden a ostatni tii se bavili. Ja
jsem se vénovala fotografovani a zaznamenavani prace a chovani
zaktl. Ojediné€le jsem na pozadani pomohla navodnou tlohou.

Na zavér jednotlivé skupiny prezentovaly vysledky své prace
— obrazek sité, model vytvoreného valce a vzorec, ktery objevily.
Spole¢né jsme upfesnili terminologii a znaceni (podstava, plast,
vyska vélce, polomér podstavy) a ja jsem na tabuli shrnula pod-
statné a spravné objevy zaka.

Popis prace jednotlivych skupin s komentari

Kazda skupina méla jinou organizaci prace a objev vzorce pro-
bihal jinym zplsobem. NizZe stru¢né ilustruji praci dvou skupin,
které se mi jevily jako nejzajimavéjsi. Vzdy uvedu socidlni klima
ve skupiné, postup objevu vzorce a mij komentar.

Skupina ¢. 1 —dva chlapci, oba spésni Fesitelé okresnich kol MO.
Socidlni klima: Spoluprace obou zaki je dialogicka, zadny z zaki
neni dominantni, mySleni obou je paralelni, nedochazi ke kon-
fliktu.

Postup: Kopie zakovského feseni skupiny &.1 — viz obr. 13,

Barevny papir Zaci nepouzivaji, ihned kresli sit valce jako ob-
délnik ABCD se spravné ,pfilepenymi“ kruhy/kruznicemi [1]*

3Dodané obrazky jsou sice nekvalitni, reprodukujeme je v8ak jako ukazku
grafického feSeni tdlohy. Pozn. red.

4Cislo v hranaté zavorce odkazuje k ptislusnému bodu v komentafi, kde je
dany jev podrobnéji analyzovan.
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oznacenymi k; a k. Obrazek je maly, jeho rozmeéry jsou asi 3 cm x
x 3 cm. Dale nasleduje zapis:

k1 = k2 [2],r =3 cm,l ~ 18,85cm,
|AB| =~ 18,85cm [3], |BC| = v = 6cm,
S = 2 - (obsah kruhu) + obsah obdélniku ABCD,
S=2-(mr?)+l-v=2-7r2+2 710

Pod znakem [ je znak 27r propojen rovnitkem ve svislé po-
loze [4]. Ve je napsano thledné, tuzkou.
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Zaci nalezli hledany vzorec, ale ani model vélce, ani konkrétni
vypocet neudélali. AZ na pfimou vyzvu ucitelky tyto pro né ,pod-
fadné“ véci dodélali. Model vytvorili z barevného papiru podle
zvolenych Cisel a konkrétni vypocet na posledni fadek bilého pa-
piru zapsali perem:

S=2.-7m324+2.-73-6~ 5654867+ 113,097 = 196, 646 cm?.

Sit byla udélana pékné.
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Komentar: Jak bylo uvedeno v poznamce pod ¢arou, nékteré z bod
komentare se vztahuji ke konkrétnim krokiim v postupu. V tomto
pripadé jde o body 1 — 4. Dalsi body komentafe nemaji tak pfesnou
lokalizaci a vztahuji se k vétsim celkiim, nebo k celému procesu.

1.

Terminem kruh/kruznice ozna¢ujeme synkretickou pfedstavu
zakd, ve které oba pojmy, kruh i kruZnice, nejsou dosta-
tecné odliseny oznacenim. V pfedchazejicich hodinach jsme
disledné rozliSovali mezi kruZnici znacenou malym pisme-
nem k a kruhem, znacenym velkym K.

Shodnost kruhti zapsali nekorektné, ale naprosto srozumi-
telné k1 = ks.

Zajimavy je jejich zplsob zdznamu nejnaroc¢néjsi myslenky

postupu, totiZ toho, Ze obvod kruhu a délka obdélniku ABC D
jsoustejné: I =~ 18,85cm, |AB| ~ 18,85 cm. Disledné vzato,
z téchto vztaht rovnost | = |AB| neplyne. Ale hosi to uve-

denym zplsobem zfejmé chapali.

Nejzajimavéjsi casti postupu je to, Ze vzorec je nejprve for-
mulovan slovné, a teprve pak jsou misto slov pouzity pri-
slusné znaky. To pfesné odpovida konstruktivistickému pro-
cesu objevovani, ktery lze zapsat jako posloupnost:
poznani v ¢innosti — vytvoreni pfedstavy — poznani ve slo-
vech — znakovy zapis (*)

V uvedeném pripadé je nazorné€ ilustrovana praveé posledni
sipka tohoto procesu.

. Vyvozovani vzorce je na bilém papiru, avSak podrobné&jsi

vysvétleni postupu, které tam mélo podle instrukce ucitelky
byt, chybi. Oba Zici se zfejmé domnivali, Ze jejich zapis je
zcela jasny.

Ze zaznamu je jasné, jak k objevu doslo. Je pravdépodobné,
Ze oba zaci méli ve své predstavé prislusné schéma sité i
zpusobu tvorby vzorce témér okamzité. Svou predstavu pre-
hledné formulovali zapisem.



96 JANA HANUSOVA

7. Obéma zaktm se nelibilo, Ze je ucitelka Zadala, aby vytvo-
fili model a udélali numericky vypocet, protoze tuto ¢innost
povazovali za podfadnou. Asi by bylo byvalo vhodnéjsi po-
zadat je, aby fesili ndro¢néjsi tkol. Napriklad, aby nasli roz-
méry vélce, jehoZ povrch je 200 cm?, nebo aby sestrojili sit
komolého kuzele.

Skupina ¢&. 2 — ¢tyfi divky, Klara ma dobrou prostorovou pred-
stavivost, dalsi tfi divky jsou zaméfeny spiSe na jazyky; vSechno
»,Svédomité studentky“.

Socidlni klima: Dobra spoluprace vSech divek.

Postup: Kopie Zakovského feSeni skupiny ¢.2 — viz obr. 2.

Na barevny papir Klara napsala ndcrt, k nému nakreslila ob-
razek vilce a od obou jeho podstav ¢arky k napisu S = nr? -2 {=
= 36 cm®+ [1].

Tento obrazek je v pravé horni ¢asti a v levé ¢asti, ve trech
oddilech pod sebou jsou nasledujici napisy:

Prvni oddil: rpodstavy = 3 em,l = 27r,l = 2-3,14-3,l =
= 18,84 cm?
Druhy oddil: § = 7-r?, S = 3,14-3%, S = 28,26 cm? = 1 podstava =
= 28,26 - 2 = 56,52 cm?

Treti oddil: {= 56,52cm?}S = a-b,= 5-18,84,94,2 cm?, =
= 56,52 + 94,2 ~ 150,72 cm?

Posledni, ¢tvrty fadek je od tfetiho mirné odsazen a zda se, ze
tvori samostatny oddil.

Na bilém papiru je perem napsan nasledujici text: Bez nacrtku
sité vdlce jsme odvodili vzoredek:

2 - obsah kruhu + obsah obdélniku
obdélnik = vyska vélce - délka kruZznice (podstavy) [7].

V posledni fadce je slovo ,,obdélnik*“ napsano na prelepce. Pod
ni bylo slovo vélec.

Pod nim je tuzkou nakreslen obrazek obdélniku a pripsana
pismena [ — k délce a v — k Sifce.
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PfiloZen je spravny model sité. Oba papiry, barevny i bily,
stejné i model sité jsou v pravém hornim rohu podepsany ¢tverici
pfijmeni. Pofadi pfijmeni na kazdém papiru je odlisné. Na prvnim
misté se postupné vSechny divky vystfidaly, na modelu jsou na
prvnim misté uvedena dvé pfijmeni. VSe je provedeno krasopisné
a thledné.
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Nejprve byl naért vélce. U néj divky zjistily obsah podstavnych
kruhti a chtély pfi¢ist obsah plasté (o tom vypovida znak ,+“
pod népisem S =). Je pravdépodobné, Ze jiZz v tomto okamziku
bylo divkam jasné, Ze plast valce bude obdélnik, ale nevédély jak
to napsat [1], proto si Fekly , Ze to zjisti a dodatecné dopisi. Na
dodatecné dopsani jiz ale zapomnély.
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K vypoctu obsahu obdélniku je nutno znat jeho rozmeéry. Jeden
z nich (vyska) je moZno volit, ale druhy je dan polomérem pod-
stavného kruhu. Divky nejprve voli r = 3 cm, najdou ! (prvni od-
dil, prvni myslenka) [2]. Déle vypocitaji obsah podstavného kruhu
a ziskané ¢islo zdvojnésobi, aniz by slovné uvedly jeho vyznam.

[3]

Nejzajimavéjsi je oddil tfeti, ve kterém dochazi k vypoctu ob- .
sahu plasté, tedy obdélnika, resp. plasté/obdélnika [4]. Zde je uve-
den nejprve ,tabulkovy“ vzorecek S = a-b. [5] Druhd pozoruhod-
nost tfetiho oddilu spociva v tom, Ze vyska v je pfimo uvedena
¢islem 5 a nikde neni ani zminka o tom, Ze ¢islo 5 je vyska [6]. Lze
to pouze odmérit z modelu.

Komentadr :

1. Divky nepovaZovaly za rozumné do napisu dopsat ,, + obsah
obdélniku“, protoze by zde doslo ke konfliktu dvou jazykl —
znakového a slovniho. Proto se rozhodly nejprve najit zna-
kové vyjadieni.

2. Z toho, Ze prvni vypocet neni vénovan obsahu kruhu, usu-
zujeme, Ze v dané chvili jako naléhavéjsi v myslich divek
byla myslenka obsahu obdélnika/plasté valce, pro kterou je
rozhodujici jeho rozmeér.

3. Zda se, ze vyznam zdvojnasobeni se jevil divkam jasny ze
dvou indicii: z obrazku trochu vyse a z predchoziho zapisu
,1 podstava“.

4. Vyjadrenim obsahu pldsté = obdélnika rozumime predstavu,
ktera ma procesni charakter a pfenasi predstavu plasté na
pfedstavu obdélnika. Vyjaddfenim obsahu pldsté/obdélnika
rozumime predstavu, ktera ma staticky, konceptualni cha-
rakter a je spojenim jak plasté, tak obdélnika. Podobné
pfedstavy nachdzime v mnoha oblastech matematiky (a nejen
matematiky). Napfiklad pro nés jsou znaky 0,5 a 1/2 spo-
jeny. Pro zika tfetiho roc¢niku to je pouze dvoj-predstava.
Tedy ve védomi ditéte je pfedstava ,,0,5 = 1/2“, ale v naSem
je to ,0,5/1/2¢ .
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5. Tabulkovy vzoreéek byl v ivodu kazdého oddilu, jenZe v obou
predchozich byl vyznam pouzitych znak =, r, [ v souladu se
znacenim valce. Zde dochézi k moZnému Sumu, nebot mezi
pismeny a, b a obrazkem neni Zadné propojeni.

6. Z vysvétleni na bilém papiru vyplyva, Ze divky objevily pro-
pojeni mezi rozméry obdélnika a rozméry vialce (vyska a ob-
vod podstavného kruhu). Slovni vysvétleni je doplnéno na-
¢értem obdélniku s oznacdenim rozmérh pismeny v a l. Déile
z uvedeného dosazeni éisla 5 plyne, Ze v predstavé divek,
nebo pfinejmensim té, kterd to pise, je spojeni a/v. To tedy
naznacuje, Ze otazka poloZena v predchozi poznamce je fe-
Sena v prospéch konceptu ,,obsahu plasté/obdélnika“.

7. Toto vysvétleni opét odpovida postupu (*). Hlavni diraz je
na slovnim uchopeni celé situace, nikoli na uchopeni sym-
bolickém. Vysledny ,,vzorecek“ je napsan ve dvou fadcich.
V prvnim je uvedeno, ze kterych ¢asti se obsah sklada, ve
druhém pak jak se vypocte druha ¢ast tohoto souctu. Z ucho-
peni divek vidime, Ze prvni ¢ast — obsah dvou kruht - je
snadna, protoZe je pfimo propojena na znamy vzorecek.
Druha ¢ast je naro¢na, protoze je ji vénovan zvlastni fadek.

Analyza prace dalsich 6 skupin je neméné zajimava, jako byly
ty dvé, které jsme uvedli. Pou¢né byly chyby, které se v praci
skupin objevily: ziména pojmi i znakl poloméru a priiméru, vy-
stfiZeni nerealizovatelné sité,. ... Zel omezeny prostor ptispévku
nedovoluje tyto pfipady podrobnéji rozvadét.

Zavér

ZkusSenost z tohoto experimentu mne vede k zamysleni, zda
délame dobfte, kdyz Zakim predkladame vzorecek ve tvaru S =
= 2nr(r + v). ZAdna z osmi skupin k tomuto zipisu nedospéla,
ale ve viech (kromé jedné) byl vzoredek napsan jako soucet dvou
objektl. Tak jej déti konstruovaly a tak je jim srozumitelny. Vzo-
recek uvedeny nahore zdokonaluje vysledny poznatek po formalni
strance ale soucasné ,umrtvuje“ vyznam jednotlivych znakl ve
vzorci vystupujicich. :
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Kdyz jsem nad timto jevem uvaZovala, napadlo mé zadat za-
kiim nésledujici Glohu: Naleznéte geometricky utvar, ktery je mo-
delem vzorce ve tvaru S = 27r(r + v). Modelovanim ukazte, Ze
obsah tohoto Gtvaru je shodny s obsahem povrchu valce vyjadre-
ného vzorcem S = 27r? + 27rv .

Metodologicky pohled na to, co bylo feceno, ukazuje, jak mo-
hou algebra s geometrii spolupracovat. Vzorecek S = 2nr(r + v),
ke kterému jsme dospéli algebraickou tipravou, nis nabadal k hle-
dani takového stithani daného geometrického objektu, ktery by
tomuto vzorecku odpovidal.

Pri pripraveé i realizaci uvedeného experimentu jsem prozivala
mnoho hezkych chvil a po hodiné jsem méla skvély pocit, ktery je
nam ucitelim obcas osudem dopfan. Pfi analyzach experimental-
nich materiall jsem bohaté vyuZivala metodické postupy popsané
v knize Hejny—Michalcova 2001. Jsem rada, Ze jsem méla moznost
i osobné konzultovat s M. Hejnym a chtéla bych mu podé&kovat za
jeho rady a pfipominky.
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