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O KRUZNICI

MiILADA KOCANDRLOVA

Kruznicovy oblouk, pfipadné celd kruznice, je Castym geome-
trickym prvkem v mnoha technickych oborech. Rotace, jejimiz
trajektoriemi jsou pravé kruZnice, patfi k zakladnim fyzikalnim
pohybtim. Obloukem kruZnice jsou nahrazovany oblouky sloZitéj-
Sich kfivek, Zadna z dopravnich komunikaci se bez tohoto oblouku
neobejde.

1. KruZnicové oblouky na dopravnich komunikacich

Je zfejmé, Ze k realizaci dopravnich oblouk® by bylo proble-
matické chtit sestrojit odpovidajici kruzitko. Proto je tieba ze
znamych vlastnosti kruznice odvodit metody pro konstrukci bodti
navrzenych obloukd.

Obvykle jsou dany dvé pfimé traté t a t’ a polomér r kruZni-
cového oblouku. Nejdfive je tfeba ur¢it body A a B dotyku tecen
s obloukem, tzv. hlavni body. Z pravoahlého trojahelniku APS
(stfedovy thel a se vypocita z odchylky danjych tecen) je (obr. 1),

|AP| = |PB| =r-tg%.

Nad tétivou AB lze uréit vrchol V oblouku

e’
[VVo| = |VS| — |VoS| = r(1 — cos 5)
Analogicky miizeme urcit tzv. ¢tvrtobloukové body T' a T’ nad
tétivami AV a V B. Takovéto postupné urcovani bodd se nazyva
vytyCovani od tétivy viz [2].
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Obr.1

Je-li tétiva AB prilis velikd, 1ze body oblouku urdovat (vytyco-
vat) od teény, napf. AP. Nejdfive se na teéné uréi bod V' a potom
na kolmici k te¢né bod V, obr. 1. Uhel PAV je tisekovym tihlem
ke stfedovému dhlu ASV, tj. |SPAV| = § = [V AV, proto
VV/| = [VVe| a

|AV!| = |AV,| = r-sing—.

2. Konstrukce voluty ionské hlavice podle Vitruvia

Pomoci kruznicovych oblouki byly rekonstruovany napf. vo-
luty hlavic iénskych sloupti. Podle netplného Vitruviova navodu
v publikaci [3] se vyska voluty pod vodorovnou deskou (abakem)
rozdéli od shora na 4, 1 a 3 stejné dilky. Druhy dilek je primérem
27 volutového oka (oculus). Dale Vitruvius hovofi o konstrukci
¢tyf zavitl voluty z ¢tvrtkruZnicovych oblouki. Prvni oblouk ma
stfed totozny se stfedem oka a polomér 4,5 r. Kazdy dalsi étvrto-
blouk ma mit polomér mensi o r. Pak druhy oblouk ma polomér
471 a vyska voluty je 8,57 a ne 8r. Dile pak voluta nebude mit

zavity Ctyfi, ale pouze tfi, véetné volutového oka (obr. 2).
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Obr. 2 Obr.3

Nejpouzivanéjsi byla pravdépodobné konstrukce voluty rekon-
struovand v renesanci, ale ani tu nebylo mozné pouzit na vSechny
i6nské hlavice, napf. na fecké. V poznamkach k publikaci (3] jsou
opét nepresnosti, proto konstrukci odvodime z obrazku 3 tam uve-
deného a ovéfime vypoctem.

T
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Obr. 4

Vysku voluty opét rozdélime od abaku na 4, 1 a 3 dilky. Nad
druhym dilkem sestrojime volutové oko. Do oka vepiSeme ¢tverec
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ABCD tak, aby jedna jeho uhlopficka byla svisla. Stfedni pFicky
¢tverce rozdélime na Sest stejnych dilku (viz detail obr. 4). Nyni
jiz miZeme pristoupit ke konstrukci jednotlivych kruznicovych ob-
louk, sledujte detail i cely obraz.

Kruznicové oblouky 11715, 1513, 13Ty, T4T5s maji stfedy po-
stupné ve stfedech S;, S, S3, Sy stran ¢tverce ABCD. Dalsi
étyfi oblouky, T5Ts, 1617, T71s, 15Ty, maji stfedy Ss, S¢, S7, Ss
v jedné Sestiné stfednich pficek od stiedl stran ¢tverce ABCD.
Posledni ¢tyfi oblouky, T9T10, 110711, 111112, T12T13, maji stfedy
So, S10, S11, S12 Vv jedné tfetiné stiednich pficek od stfedi stran
étverce ABCD.

Poloméry jednotlivych obloukti, kde r je polomér oka, jsou

17 _ 25—-1/26
=T, =" T
r—1—5-1' r————21_\/§6r
2—2 ’ 8 — 6
7‘---1—3-1' 21—\/2_6"\/16
= 2y 19 — v/26 — /10

2 Fip = r

6
p = 33= V26 17~ V36 - VIO

T11 6
15 — /26 — \/ET
6

Posledni oblouk T727T373 by se mél dotykat oka. Mélo by tedy byt
|OT13| = r, aviak

6 Ti2 =

1 15 - vV2(V13+ Vo +1
O] = = Ljap| - 9= VEB 4B

T,

tj. priblizné 0,88741487 r.
3. Apolloniova iloha a Fordovy kruznice

V jedné z Apolloniovych iloh je tfeba sestrojit kruznici, ktera
se dotykd dvou kruZnic a pfimky. Jeji feSeni najdeme v uceb-
nicich geometrie, ale také jako jeden z mnoha prikladd fraktald
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— Apollonian filling, (obr. 5a). Nas bude zajimat souvislost této
ulohy s teorii racionalnich &isel.

Ozna¢me proto 71, r2 poloméry dvou danych kruznic ki, ks
s vnéj§im dotykem a d;2 vzdilenost jejich bodd dotyku Ty, T3
s pfimkou ¢, obr. 5b. Dale ozna¢me r3 polomér kruZnice k3, ktera
se dotykd danych kruZnic a pfimky ¢ v bodé T3, di3 = |T1T3|
a d23 = |T2T3].

Podle Pythagorovy véty plati

2 2 2
d12 = 47‘11”2 ’ d13 = 47‘17‘3 ’ d23 = 41‘21"3.

Z poslednich dvou rovnic je dy3 : do3 = /71 : /T2. Dosazenim
z prvni rovnice za r; (pfitom do3 = dy2 — d13) dostaneme rovnici
pro di3 '

di3 _ d12
dig —diz  2rg
Potom P P
dia = —12 , = 13
13 2rg + d12 s 4r,

Z poslednich dvou rovnic vyplyva, Ze jsou-li poloméry r;, 7o da-
nych dvou kruznic a vzdalenost d;2 jejich bodi dotyku s danou
pfimkou raciondlni éisla, jsou i polomér r3 kruZnice k3 a vzdale-
nosti di3 a dz3 jejiho bodu dotyku s pfimkou ¢ racionalni &isla.
Takové kruznice se nazyvaji Fordovy kruZnice viz [1].

Ky

S‘ kt
Sz
s,
T T T, t
Obr. 5a Obr. 5b

Snadno se pfesvéd¢ime, Ze nami vypocitané d,3 je mensi neZ
dané d;;. Proto ke kazdému raciondlnimu &islu z intervalu (0, d;2)
existuje pravé jedna kruznice k3.
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4. Apolloniovy kruznice a uloha GPS

Od nepaméti se Clovék zabyval problémem urceni okamzité
polohy v prostoru a vyty¢ovanim zvolené trasy. K tomuto cili nej-
1¢innéj$im systémem je od roku 1993 plné funkéni systém GPS
(globélni polohovy systém). V soucasné dobé je tvofen 27 druZi-
cemi (z toho jsou tfi zaloZni) rovnomérné rozmisténymi ve vysce
asi 20 200 km nad Zemi po Cétyfech na Sesti obéznych drahach,
jejichZ roviny jsou navzajem pootocené kolem zemské osy o 60°
a od roviny rovniku odklonéné cca o 50°. DruzZice na témér kru-
hovych drahéch jsou rozmistény tak, aby z libovolného mista na
Zemi byly viditelné aspon Ctyfi. '

V GPS se informace o poloze uzivatele N urcCuje z jeho vzdale-
nosti od jednotlivych druzic S;. Pro urceni polohy uZivatele v ro-
vinném pfipadé by stacily druzice dvé. Vzhledem k tomu, Ze dru-
Zice vysilaji signal, pro ktery uzivatel méri ¢as pfijmu, je potfebna
jesté druzice tieti. Problém je v synchronizaci ¢asu vysilace a priji-
made, a proto se neurcuje piima vzdalenost, ale rozdil vzdalenosti
pfijimace vZdy od dvou druzic.

Predpokladejme tedy tfi druzice Sp, S1, S2. Kartézskou sou-
stavu soufadnic zvolme tak, Ze pocatek je v bodé Sy, na ose z lezi
bod Si[z;1;0] a bod Sz[z2; y2] je v soufadnicové roviné zy. Potom
hledaného pfijemce ozna¢ime N|z;y].

Cas, za ktery signal dojde z druZice Sy k pfijemci N ozna¢me
t, potom z druzic S; dojde do N za Cas t + t;, tj. o Casovy rozdil
t;, 1 = 1,2 dfive nebo pozdéji. Rychlost signalu oznacime v.

Sférické vinoplochy, které maji stfedy v druzicich Sy, S1, So
a prochazeji stanovistém N uzivatele, maji vyjadreni:

v? + 2 = v%2,
v’ + (1 —2)% =%t + t1)3, (1)
(y2 — y)? + (z2 — 2)* = V*(t + t2)°.

JestliZe prvni rovnici odeéteme od zbyvajicich rovnic, dostaneme
dvé linearni algebraické rovnice pro tfi neznamé z, y, t

21z = —20%t,t — v2¥% + -’1312,

2yoy + 2x2x = —20%t9t — V2% + 22 + Yo 2.
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Vyloucenim ¢ dostaneme rovnici pfimky
2(t11,‘2 - tle) T+ 201y y = v2t1t2(t1 —_ tz) -+ tl(a:% =1 yg) -— tzit%.

Bod N je pruseéikem této pfimky s kruznici 2 + y? = v?%t2, tedy
feSenim kvadratické a linearni rovnice.

Rovnice (1) vlastné popisuji obecnou Apolloniovu dlohu, kdy
hleddme kruznici dotykajici se t¥i kruznic. Také feSeni této tlohy
najdeme v publikacich o geometrii, ale také na strankach fraktala
jako Apollonian gasket (obr. 6).
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