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MATEMATICKE PRIBEHY? (8)
Pribéh osmy
VANOCNI TURNAJ

MILAN HEJNY, MARIE TICHA

Stejné jako minuly rok, chtéli si i letos chlapci zahrat hokejovy
turnaj. Domluvili se na tom jesté ve Skole. Turnaj mél zacit az
25. prosince, protoze to uz mnozi z nich budou mit novou hokejo-
vou vyzbroj a vystroj, kterou najdou pod vano¢nim stromeckem.
Terminy zapasi, hiisté, dokonce i rozhod¢i — vsechno bylo pevné
stanovené. Nezbyvalo nic jiného, nez trpélivé cekat.

Konec¢né nadeslo rano 25. prosince. Filip sedi v pyzamu u no-
vych hokejovych rukavicich na posteli. V tom okamziku zazvonil
zvonek.

Pted dvermi stal Matéj. PriSel s rozumnym navrhem: ,,Vis co,
pripravme si tabulku, aby bylo do ¢eho psat vysledky, az turnaj
zacne."

Filip pridal dalsi napad: ,,Bylo by dobré najit lofiskou tabulku,
abychom mohli porovnavat, jak bude turnaj dopadat letos.“ Sam
vsak nevéril, Ze by byl schopen ve svém ,,poradku” najit rok starou
tabulku. Podstatné nadéjnéjsi bylo snazit se vzpomenout si na
vysledky.

Lomnsky turnaj se nesl pod heslem Bimbové. Toto hanlivé ozna-
¢eni ziskalo kazdé muzstvo, které v nékterém zapase nedalo ani je-
den gol. Zapasy, ze kterych takové oznaceni pro nékteré druzstvo
vzeslo, si chlapci dobfe pamatovali. Bylo jich 6, pficemz z jednoho
zapasu si oznaceni Bimbové odnesla obé muzstva; zipas Adamové
(A) versus BohouSové (B) skoncil nerozhodné 0 : 0.

2 Clanek byl napsan s podporou grantu GACR 406/02/0829. Upraveno
podle stejnojmenného piibéhu knizky M. Hejny, I.. Niepel: Sestnést matema-
tickych pribehov, SNP, Bratislava 1983.
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Filip s Matéjem si do pripravené tabulky zapsali vSechny udaje,
které si od loriska zapamatovali. Jednotlivd muZstva oznacili podle
jmen jejich kapitani A (Adamové), B (Bohousové), C (Cyrilové),
D (DuSanové) a E (Edové).

A B C D E | body | skére | poradi
Al x |0:0 : : 0 g 6:
B|0:0] x - - : 0 3:4 5
C : : ® : 0 g+ 2
D|O: : 0] x |D: 4 339 4
E : 0: 0: 0| X% 4:

,Vime, Ze vic nul uz v tabulce nebylo, ale co déle,“ vzdychl
Matéj. Chvili tise pfremysleli a v tom Matéjovi svitlo, Ze muzstvo
B (Bohousové) dalo v turnaji celkem tfi gély. Pfitom v kazdém
ze zapasu s C, D i E dali aspon jeden gol, protoze z téchto za-
pasti BohousSové nevysli jako Bimbové. Je tedy mozné usoudit, Ze
v kazdém z téchto zapast dali pravé jeden gol.

»10 je chytré,” uznal Filip.

Za minutu nadsené vykfikl: ,,VSimni si Dusanti. Ziskali 4 body.
Prohrali s A i s E. Nutné tedy museli vyhrat s B i s C. Celkem
vSak dali jen tfi gély. To je mozné jen tehdy, Ze zapas D s B skoncil
2:1 (protoze v ném nebyli Bimbové) a zidpas D s C dopadl 1 : 0.¢

,2Bohousové celkem vyfasovali ¢tyfi kusy. Jestlize 2 dostali od
Dusanti, pak zbyvajici dva museli dostat od Cyrild, protoze od
A ani od E neinkasovali ani jeden gol.“

Uz se zdalo, Ze chlapci bez problémi zaplni prazdna mista
v tabulce. Ale pravé tehdy se zasekli — ne a ne néco rozumného
vymyslet.

Po hodné dlouhé chvili Filip zacal: ,,Zd4 se mi, Ze Edové v tur-
naji ziskali celkem 4 body. Méné€ ziskat nemohli, protoZe se umistili
lépe nez Dusanové, ktefi ziskali ¢tyfi body. Ale vice také nemohli
ziskat, protoze dva zipasy —s C a D — prohrali.“

Matéj, jako projev souhlasu, zapsal Edovu druzZstvu do tabulky
4 body a zacal nahlas uvaZovat o ziskanych bodech: ,V turnaji
bylo sehrano 10 zapasi, pficemz v kazdém z nich byly rozdéleny
dva body. Ve sloupci ,body‘ tedy musi byt soucet 20. Z toho na
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muzstva B, D, E pfipada 11 bod{, to uz jsme zjistili; pro druzstva
A a C tedy dohromady zbyva 9 bodti. Ve vysledném pofadi jsou to
vSak prvni dvé muZstva, a proto ani jedno z nich neziskalo méné
nez 4 body.“

,Adamové tedy ziskali pét bodd a my, Cyrilové, ¢tyfi,“ uzaviel
Filip Matéjovu fec a dodal: ,,Mas pravdu, tak to bylo, my jsme to
druhé misto ziskali diky skore, uz si vzpominam.*

Po tomto Gspéchu ve vypliiovani tabulky, kterého chlapci do-
sahli, nasledovalo vice netspéchli. Zacmarana tabulka jasné uka-
zovala, Ze je tfeba postupovat systemati¢téji. Na Matéjovu radu
si tabulku nacrtli znovu a vSechny chybéjici idaje v ni nahradili
pismeny:

A B C D E | body | skére | pofadi
Al X [0:0|a:b|c:0]|d:e 5 6:x 1
B|0:0] x 1:211:2(1:0 3 3:4 5
Clb:a|2:1| x [0:1]|f:0] 4 6:y 2
D|0:c|2:1{1:0] x |0:g 4 3:5 4
Ele:d|[0:1[{0:f]|g:0]| X 4 4:z2 3

Kdyz secetli goly v jednotlivych fadcich, dostali nékolik rovnic:

(Fadek A) a+c+d=26 bt+e=zx
(Fadek B) b+ f=4 a+2=y
(Fadek C) c+g=4
(Fadek D) et+g=4 d+f=2z-1

Vsechna ¢isla a, b, ¢, d, e, f, g jsou vétsi neZ nula, protoze v ta-
bulce nejsou kromé téch, které jsou jiz zapsané, zadné dalsi nuly
(a je také jasné, Ze vSechna &isla v tabulce jsou celd). Déle je jasné,
ze C prohralo s A, protoZe celkové ziskalo 4 body a z obdobnych
divodl mtzeme tvrdit, Ze E vyhralo nad A. To znamen4, Ze

a>b>0, e>d>0.

Dale vime, ze muzstva C, D, E méla stejny pocet bodil; proto
z téchto tii mélo nejlepsi skére muzstvo C a nejhorsi muzstvo D.
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Na zékladé znamého poradi usuzujeme:
6—-y>4—-—2>3-5

Levou nerovnici miZzeme zapsat ve tvaru z > y — 2, pravou ve
tvaru 6 > z. Dostavame tedy:

6>z>y—2

Kdyz méli chlapci vSechno zapsané a zkontrolované, najednou se
bezradné zarazili. Téch rovnic a nerovnic bylo néjak mnoho.

»,Mam néavrh,“ nerozhodné zacal Matéj. ,,Zkusme nékteré cislo
zvolit. Napfiklad zvolme a = 1. Co ty na to?“

»,Pockej, a nemize byt rovno jedné, vadilo by to v nerovnosti
a > b > 0; kdyz b je aspori 1, potom a musi byt aspon 2.“

,Mas$ pravdu. Necht tedy a = 2.¢

, Pockej! Sikovnéjsi bude volit e, nebot potom snadno z Fadki
D a E urc¢ime, ¢emu se rovna c i g. Navic z nerovnosti e > d > 0
vidime, Ze e > 1. Zkusme e = 2.“

, Prosim, at je po tvém,“ souhlasil Maté&j a zapsal e = 2. Potom
vypoditali g=2,e=2,d=1,a=3, 3 = 5.

»,Vime, Ze b < a = 3. VyzkousSejme tedy obé moznosti, nejprve
b =1, potom b = 2, navrhl Filip.

Ukazalo se, Ze obé moznosti vyhovuji. Prvni vedla k feSeni
b=1,2=8 f=3,2=5 Druhf kTedenl b= 2, =4, f = 2,
z=4.

»A jsme v haji,“ komentoval Maté&j situaci.

»Mas pravdu. Uz ted mame dvé feSeni, a to jsme zkusili jen
pfipad e=2. Acokdyze=3,e=4,...“

»Zadrz! Mluvis nesmysly! Podivej, e + ¢ = 4 a g > 0. Proto
Cislo e miize byt maximalné rovno tfem. Je tedy potreba zkusit
uz jen jeden pfipad: e = 3.“

Ukazalo se, Ze je jednoduchy. Mél jediné feseni; e = 3, g = 1,
e=3,d=l,a=2,0=4 =1, c=4 F=3, 2= 8. Ale 1 tak
bylo mozné tabulku doplnit tfemi zpisoby a kluci nevédéli, ktery
z nich odpovida skutecnosti.
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,Vi$ co, zatelefonujeme Vitkovi. Ten si bude urcité pamato-
vat nékteré vysledky. Napfiklad toho mace, ve kterém nepromeénil
trestnou stfelu,“ navrhl Filip.

,Dobfe, mas prav... Ne, neni tfeba telefonovat. Pfece vime,
ze to bylo v zdpase Dusanova muzstva s Edovym. Pamatujes? Sta-
¢ilo, aby Vitek proménil trestiidk a DuSanové by predbéhli Edy.“

»Ano! Kdyby tedy bylo v zapase D s E misto 0 : g vysledné
skére 1 : g, pak by D bylo na tfetim a E na ¢tvrtém misté. Nas to
ohrozit nemohlo. A je to jasné! Muselo byt g =2 a z = 5.¢

Vycerpani pratelé padli na valendu a zacali se smat jako stte-
leni. Méli radost z rekonstruované tabulky.

Podstatu Matéjova a Filipova fesSeni 1ze zformulovat takto: ze
znamych 0daji logickou tvahou odvodili neznamé adaje. Takovou
¢innost v podstaté vykonavaji matematikové uz od pocatki ma-
tematiky jako védni discipliny. Ale aZ v minulém stoleti si védci
zacali blize vSimat samotného procesu ziskavani informaci. V le-
tech 1940 — 1950 americky matematik C. E. Shannon zformulo-
val zdkladni pojmy a tvrzeni nové discipliny, ktera dostala na-
zev teorie informaci. Za poslednich 50 roka tato teorie zazname-
nala GzZasny rozmach. Pro¢? Teorie informaci vyzbrojena pocitaci
Uuspésné zasahuje do nejrozmanitéjsich oblasti lidské ¢innosti — do
Fizeni tovaren, organizace dopravy, evidence obc¢anti jednotlivych
statl, planovani vyzivy, vyzkumu rakoviny, desifrovani pisemnych
pamatek vyhynulych narodd atd.

V tabulce, se kterou Mat€j a Filip zacinali, bylo 19 informaci:
18 ¢iselnych a 1 slovni — ,,vic nez 14 nul v tabulce neni“. Pokuste se
zamyslet nad tim, ktera z uvedenych 19 informaci je nejcennéjsi,
nejhodnotnéjsi. Jak je mozné vymezit pojem hodnota informace?
Je mozné hodnotu informace néjak mérit? Jak?

Odpovédi na tyto otazky tvorily zdklad Shannonovy teorie in-
formaci. Kdyz se nyni zaberete do feseni tloh, zkuste se obcas
zamyslet nad otdzkou, kterd z informaci v té-které aloze je nej-
hodnotnéjsi a proc.
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Uloha 1. T¥i muZstva hraji turnaj systémem kazdy s kazdym. Po
dvou odehranych zapasech je situace takova, jak to vidite v nasle-
dujici tabulce.

A B C | body | skére | poradi
Al x [3:2]0:5 3
B|2:3 X 1
C|5:0 X 2

Kromé toho vite, Ze v poslednim zapase nepadlo vice nez 5 goli.
Jak musi skoncit zapas mezi muzstvy B a C, aby kone¢né poradi
bylo: 1. - B, 2. - C, 3. - A?

Uloha 2. Turnaje se i¢astni 4 muzstva — A, B, C, D. Uméli byste
doplnit tabulku, jestlize vim prozradime skére péti v tabulce do-
sud neuvedenych zapast:2:0,1:1,2:2,3:1,5:37

A| B |C D | body | skére | poradi
X 6

O Q| =| >
X
-
o
X

X

Uloha 3. Zkuste zapsat tabulku turnaje tii muzstev A, B, C,
jestlize vite, Ze:

1. muzstvo A ziskalo 2 body a mélo konecné skore 1 : 2,

2. muzstvo B mélo konecné skore 4 : 3,

3. muzstvo C dalo v turnaji pravé 4 goly.

Uloha 4. Napiste tabulku turnaje t¥{ muZstev A, B, C, jestlize
vite, Ze:
1. muzstvo A dalo celkem 2 gdly,
2. muzstvo B dalo celkem 5 gdld a ziskalo pravé 2 body,
3. muzstvo C dalo celkem 3 gdly a skoncilo na druhém misté,
4. ani v jednom zapase zadné druzstvo nedalo vic nez t¥i goly.

Uloha 5. Uloha je stejna jako predchizejici, jen podminka 4 se
meéni:
4. ani jeden z odehranych zapasi neskoncil jednobrankovym
rozdilem.
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Uloha 6.* Turnaj hrala 4 muZstva A, B, C, D. Uméli byste napsat
tabulku turnaje, jestlize vite, Ze:

1. muzstvo A dostalo celkem 4 gdly, z toho polovinu od D,
. muzstvo B dalo celkem 5 gol{, ale ani jeden do sité C,
. muzstvo C dalo 5 gdlt, dostalo 6 golt, z toho jeden od A,
. muzstvo D dalo celkem 7 godld, od muzstva C dostalo 2 gdly,
. v prvnim kole padlo 11 géldi,
. po prvnim kole bylo muzZstvo D v cele, po tfetim bylo druhé,
7. po druhém kole bylo pofadi A, B, D, C (A prvni, C posledni).

Pozndmka: V kazdém turnaji se hraje systémem kazdy s kazdym
jeden zapas. V turnaji ¢tyf muZstev hraje v kazdém kole kazdé
muzstvo jeden zapas. Turnaj mé tedy tfi kola. O pofadi muZstev
rozhoduje pocet ziskanych bodid. V pripadé, Ze néktera druzstva
ziskala stejny pocet bodii, bude v kone¢ném poradi lepsi to, u kte-
rého je rozdil golt, které dalo a goli, které inkasovalo, vétsi. Je-li i
tento rozdil stejny, rozhoduje podil vsiténych a inkasovanych gola
— lepsi je to druZstvo, které ho mé vétsi. (Naptfiklad: Stejny bo-
dovy zisk maji druzstva A, B, C, pficemz jejich skére je: A — 9 : 6,
B -7:5,C—6:4. Nejlepsi z nich je tedy A (ma rozdil 3, zatimco
B i C maji rozdil 2). Dalsi je C, protoZze méa podil 6 :4 =1,5a B
ma podil 7 : 5 = 1,4.) Jestlize ma né&kolik druZstev vSechny tyto
ukazatele stejné, pak se déli o poradi.

S OV W N

Reseni

Uloha 1. Vysledky dvou zipasti znate, neznate ale vysledek tietiho
zapasu mezi muzstvy B a C. Oznacte ho a : b. MuZstvo A ziskalo
2 body a skoncilo az za muZstvem B. Proto muselo i muZstvo B
ziskat aspon 2 body — vyhralo tedy nad C. Proto a > b. Jelikoz
kazdé muzstvo ziskalo 2 body, rozhodovalo o poradi skére. Rozdil
skore pro jednotlivd muZstva byl: pro A (—4), pro B (a — b — 1),
pro C (5+b—a). Odtud dostaneme: a—b—1 > 5+b—a > —4. Po
upravé dostanete 9+b > a > b+ 3. JestliZe jesté pridate podminku
a + b < 5, dostanete nésledujici ¢tyfi moznosti: 1) a = 3, b = 0,
nebo 2) a =4, b=0, nebo 3) a=4,b=1,nebo4) a=5,b=0.
V prvnim a tfetim pfipad€ maji muzstva B a C stejny rozdil i podil
skore. To odporuje pofadi muzZstev. Proto jsou pouze dvé moznosti
vysledku zapasu B versus C — 4 : 0 nebo 5: 0.
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Uloha 2. Tabulku opét postupné dopliiujte znamymi udaji. Muz-
stvo A ziskalo 6 bodii a muselo tedy vyhrat vSechny zapasy. Vzhle-
dem k tomu, Ze muZstvo B dalo celkem jen 2 gdly, muselo s muz-
stvem A prohrit v poméru 0 : 2. Jelikoz muZstvo C inkasovalo
celkem 8 gold, z toho jen jeden od B, prohralo s nékterym muz-
stvem v poméru 3 : 5. Mohlo to byt pouze muZstvo A, protoze
zapasy s B a D skonéily remizami (jinde ty remizy nemaji misto).
Dalsi dopliiovani tabulky je jednoduché, dostanete:

A B C D | body | skére | poradi
Al X 12:015:313:1 6 10:4 1
B|0:2] x |1:1]1:0 3 2:3 2
C|3:5(|1:1 X 23 % 2 6:8 3
D|1:3|0:112:2]| X 1 3:6 4

Tloha 3. Nejprve je tfeba doplnit koneéné skére muzstva C. Jak
je mozné ho zjistit? Z celkovych poéti vstfelenych a inkasovanych
gold, které musi byt stejné. Muzstvo C ma tedy konecné skore
4 : 4. Vzhledem k tomu, Ze muZstvo A ma dva body a skore
1 : 2, muselo jeden zapas vyhrat v poméru 1 : 0 a druhy prohrat
v poméru 0 : 2. Z toho a z kone¢ného skore muzstev B a C vyplyva,
ze obé muzstva ziskala po dvou bodech. Budete-li predpokladat,
ze zapas mezi muzstvy B a C skondil v poméru a : b, pak je pro
¢isla a, b splnén aspon jeden ze dvojic vztaht

a) 4-a=0,3-b=1 b) 4-a=23-b=0
4-b=2 4—a=0 4-b=0,4—a=1

Prvni ze vztah( znamend vitézstvi muZstva A nad muZstvem B,
druhy odpovida vitézstvi muZstva A nad muzstvem C. Uloha mé
feSeni jen v pripadé€ platnosti prvniho vztahu. MuzZstvo B tedy
zvitézilo nad muzstvem C v poméru 4 : 2. Vysledna tabulka je
tato:

A B C | body | skére | poradi
Al x [1:0]0:2 2 1:2 3
B{0:1]| x [4:2 2 4:3 1
Cl|2:0[2:4]| x 2 4:4 2
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Uloha 4. Polozme si otdzku, kolik bodii ziskalo muZstvo C. Kdyby
to bylo méné nez 2, bylo by na poslednim misté. Kdyby to bylo
vice nez 2, bylo by na prvnim misté. My ale vime, Ze muzstvo
C skonéilo na druhém misté. Proto muzstvo C ziskalo 2 body,
a tedy i muZstvo A ziskalo 2 body. O pofadi muzstev rozhodlo
skore. Dale si uvédomime, Ze kdyby v turnaji byla jedna remiza
pak by vSechny tfi zdpasy musely koncéit nerozhodné, protoze jinak
neni mozné dosahnout toho, Ze kazdé muzstvo ma 2 body. Pak by
se ovSem muzstva délila o prvni az tfeti misto a muzstvo C by
nebylo druhé. Kazdé muzstvo jednou vyhralo a jednou prohralo.
Muzstvo B celkové dalo 5 gdlt a v zadném zapase jich nedalo vic
nez 3. Muselo tedy jeden zapas vyhrat v poméru 3 : a a druhy
prohrat v poméru 2 : 3. Muzstvo A celkové vsitilo jen 2 goly,
tedy nad muzstvem B muselo zvitézit muzstvo C v poméru 3 : 2.
JestliZe si oznac¢ime pismenem b pocet goli, které vstielilo muzstvo
A v zapase s muzstvem C, miZete do tabulky zapsat toto:

A B C | body | skére | poradi
Al x a:3|b:0 2 2:3 3
B|l|3:a] X 2:3 2 5:34a 1
ClO:b]13:2) X 2 3:2+40b 2

Ted jiz lehce zjistime, %Ze podminkdm tlohy vyhovuji dvé dvojice
Cisel: @ = 0, b = 2 neboa = 1, b = 1. V obou pripadech je
v celkovém pofadi muzstvo B prvni a muzstvo A treti.

Uloha 5. Ani jedno muZstvo nehrélo s rozdilem mensim nez dvou-
brankovym. MuzZstvo A tedy v jednom zapase zvitézilo 2 : 0 a ve
druhém nedalo ani gol. Pokud by muzstvo A zvitézilo nad muz-
stvem B v poméru 2 : 0, pak by muzstvo C inkasovalo od muzstva
B 5 gdli a skoncilo by na poslednim misté. To je vSak v rozporu
s tim, co jsme predpokladali. Muzstvo A tedy zvitézilo nad muz-
stvem C. Tabulku mtZete doplnit nasledovné:

A B C | body | skére | poradi
Al x |0:a]2:0 2 e 3
Bla:0]| Xx b:3 2 b3 1
Cl|0:2|3:b]| x 2 3:24+0 2
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Ze vztahl b < 1, a + b = 5 vypocitate dvé dvojice Cisel a, b, které
vyhovuji podminkdm tlohy. Jsou to dvojice a = 5, b = 0; a = 4,
b= 1.

Uloha 6. Tabulka s idaji ze zadani vypada takto:

A B C D | body skore poradi
A| X |a:b|l:c|d:2 l+a+d:4
Blb:a| x [0:2]f:0 5:a+e
Clec:1]|e:0| x [2:5 5:6
D|(2:d|0:f|5:2| X 7:24d+f .

Cisla a, b, ¢, d, e, f musi spliiovat vztahy a +b =4, b+ ¢ = 2,
b+ f=5c+e=23, e+ f=6. Jelikoz b < 2, pokuste se llohu
resit pro b = 0 nebo 1 nebo 2. Pro jednotlivé hodnoty b dostanete
nasledujici feseni

b=2 a=2 ¢=0 =3, =3

b=1, a=3, c=1, =4, e=2

=0 w=d4d ec=2 =5 e=1

Z uvedenych feseni vyhovuje podminkdm tlohy pouze druhé;
konec¢na tabulka vypada takto:

A B C D | body | skore | poradi
Al x [3:1]11:1]2:2 4 6:4 1
Bll:3] x {10:2]4:0 ) 5:5 4
Cl1:1(2:0] x 2:5 3 5:6 2
D|2:2|0:4|5:2 X 3 7:8 2
g
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