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MATEMATICKE PRIBEHY (6)
Pfibéh Sesty
JAK VYDLAZDIT NAMESTI?

M. HEJNY, M. TICHA

Mat€j zazvonil. Oteviela mu Filipova desetileta sestra Zuzka.
»Ahoj Matéji! Braska ale neni doma, Sel nakoupit, pfijde za
chvili. Heled, a co kdybychom si zatim zahrali na pana starostu?“

»INa starostu? To neznam. A jak to budeme hrat?*

,2Hned ti to vysvétlim. Tady ten bily Sachovy kral bude pan
starosta. Bude chodit po mésté a divat se, jestli je vSechno v po-
fadku. Sachovnice je mésto obehnané vysokymi zdmi. Pan sta-
rosta a celd méstska rada musi vymyslet, jak mésto zkraslit.“ Po-
tom Zuzka jesté v rohu vyznadila ndmésti.

»A jak chce pan starosta kraslit mésto?“ vyzvidal Maté;.

»INavrhuje vydlazdit namésti a pozdéji i hlavni ulici,“ odpové-
déla Zuzka.

Mat€j v duchu vymyslel, jak vydlazdit nameésti. Jeho pohled
sklouzl na kostky domina. Zkusil jednu poloZit na Sachovnici.
Padla jako ulita: pfesné prikryla dvé sousedni policka. Matéj pre-
rusil Zuzcino vykfikovani a vaZnym hlasem fekl:

»Ja, pan starosta, volam k sobé& méstského bubenika!*

Zuzka chytla ¢erného stfelce a postavila ho pfed pana starostu.

»Ja méstsky bubenik, jsem uz tady.“

Pan starosta vysvétlil méstskému bubenikovi, Ze on a méstska
rada se rozhodli dat vydlazdit namésti. Toto rozhodnuti ma byt
bezodkladné vybubnované. Je tfeba poslat dva vozy, aby pfivezly
¢tyfi mramorové desky na vydlazdéni namésti.

1 Ptispévek byl pfipraven za podpory grantu GACR 406/02/0829. Upra-
veno podle stejnojmenného ptibéhu knizky M. Hejny, I.. Niepel: Sestndst ma-
tematickych pribehov, SPN Bratislava, 1983
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Stalo se. Zuzka vzala dva koné, kazdému z nich nalozila dvé
kostky domina, aby je pfivezli do mésta. Potom se prace ujali
femeslnici a ndmésti vydlaZdili. Uprostfed vsak ztstalo jedno po-
licko nevydlazdéné. Pan starosta se rozhodl, Ze tam da postavit
sochu.
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Obr. 1

Ctyfti kostky domina: (3,4), (1,2), (4,1), (2,6) a uprostied
Sachovy kil (zde i dale jej znacime SK)

Zuzce se dlazdéni zalibilo. Jako prvni dama si zavolala bu-
benika a dala vyhlasit, Ze namésti se bude rozsifovat — ze 3 x 3
Sachovych poli¢ek na 4 x 4. JenZe — stala se nemila véc. At uklddala
kostky jak chtéla, nezlstalo ji Zddné volné policko pro sochu.

»,Pane starosto, nechte polozit mramorové desky tak, aby jedno
policko zistalo prazdné,“ Zadala prvni dama starostu.

»,To nejde, milad pani,“ vysvétloval pan starosta. ,Na malém
namésti bylo 9 policek. Z nich jsme 8 pokryli a | zistalo prazdné.
Ale na velkém namésti je 16 policek, a to je sudé éislo. Bud tedy
vydlaZdime celé namésti, nebo zlstanou volna 2 policka. Neni
mozné nechat volné jedno policko a ostatni pokryt. Vidim vsak
jinou moznost.“

Zkusme namésti jesté zveétsit — na 5x 5. Bude na ném 25 policek
a to je liché dislo.

Prvni dvorni dima s navrhem souhlasila a femeslnici zacali
dlazdit namésti o rozmérech 5 x 5. Hotovo! Na nevydlazdéné po-
licko v rohu nameésti Matéj postavil sochu — koné.

»,Ja, prvni dvorni dama, nedovolim, aby socha stdla v kouté.
Musi stat uprostfed. A nebo ne, tam bude misto pro bubenika,
kdyz bude davat svétu néco na védomost. Sochu postavime sem,
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hned vedle stfedu,” pevné se rozhodla prvni dama.

Remeslnici zacali dlazdit ndmésti, ale nedafilo se jim to. [ kdyZ
po postaveni sochy zistal na ndmésti sudy pocet policek, prani
prvni dvorni dimy nebylo moZné splnit. Pro¢, to tentokrat nevédel
ani Maté€j.

Do mistnosti vtrhnul Filip; ,,Ahoj Matéji!“

,Vitame stavitele Filipa z Filipova,“ promluvil pan starosta.

, At vydlazdi ndmésti,“ dodala prvni dvorni dama.

,Ve vzduchu citim stfeleny ndpad,“ znechucené se zatvaril Fi-
lip.

KdyZ mu vSak Matéj vysvétlil, o co jde, uznal, Ze je to celkem
zajimavy problém. Chlapci si nakreslili namésti 5 x 5 a kazdy sam
se pokousel najit feSeni, nebo vymyslet, pro¢ neni mozné nameésti
vydlazdit. Zuzka pokracovala ve hie na velké Sachovnici.

,Tak co, uz jsi néco vymyslel?“ zeptal se Filip Matéje.

,Néco mé napada,”“ odpovédél Mat€j a zacal nameésti 5 x 5
vybarvovat jako Sachovnici.

, Pro¢ vyznacujes éerna a bilé pole?“ vyzvidal Filip. ,Vzdyt ti
to nijak nepomtizZe zjistit, zda je ¢i neni mozné namésti vydlazdit.*

, PomiiZe, nepomize ... V8iml jsem si, ktera policka zlstavaji
pfi nasem dlazdéni prazdna. Jsou to jen a jen Cernad. Ani jednou
nezistalo prazdné ani jedno bilé policko.“

,»Ale pro¢ je tomu tak? Vzdyt ...“

,Cerné! Ano, uz to mam! Hur4, mam!“

Filip netrpélivé ocekaval zverejnéni objevu. Mat€j zacal:

, Podivejte. Na Sachovnici 5 x 5 bylo 25 poli¢ek. Kolik z nich je
¢ernych a kolik bilych? Pocitejme: 3 + 2+ 3 + 2 4+ 3 = 13 ¢ernych
a zbytek, to je 12 bilych. Kazda kostka domina pokryje jedno bilé
jedno ¢erné policko. 11 kostek tedy pokryje 11 bilych a 11 ¢ernych
poli. Proto ziistala dvé ¢erna policka, ktera nebylo mozné pokryt.“

,Mas pravdu,“ uznal Filip. , Je to tak vyborny napad, Ze mé
az zarazi, ze je ze tvé hlavy.“

, PFiznam se, Ze neni. Jednou ndm vedouci v matickém krouzku
takové triky predvadél. Ma to i své jméno — tusim invarty? Nebo
ne?

Odpust Maté&ji, Ze ti bereme slovo. To, o ¢em mluvis, se jme-
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nuje invariant, a o ném fekneme nékolik slov my, autofi. Slovo
invariant je latinského ptivodu, varius znamena promeénlivy, pes-
try, nestaly, vrtkavy; pfedpona in- je zapor, tedy ne-. Invariant
je tedy to, co je stalé, neproménné. Napfiklad pfi pokryvani Sa-
chovnice 5 x 5 kostkami domina bylo mnoho moznosti, ale vSechny
mély néco spolecéného, stilého, neménného, invariantniho: pocet
¢ernych policek, pocet bilych poli¢ek a skutecnost, ze kazda kostka
pokryje pravé jedno bilé a pravé jedno ¢erné policko.

Matematickou disciplinu teorii invarianti objevili ve druhé po-
loviné prfedminulého, tedy 19. stoleti angli¢ti matematikové
A. Cayley a J. J. Sylvester. Jejich myslenky pronikly za kratky
¢as témér do vSech oblasti matematiky. Dnes je slovo invariant
jednim ze zakladnich matematickych pojmi.

Uloha 1: Uméli byste &tvercové namésti 5 x 5 se sochou v rohu
vydldzdit obdélnikovymi dlaZdicemi 1 x 2? (Obr. 2)

SK

Obr. 2

Uloha 2: Kam je moZné premistit sochu na namésti z prvni Glohy,
aby se zbytek namésti dal vydlazdit obdélniky 1 x 27

Uloha 3: Pro¢ neni mozné namésti s kvétinovym zdhonem, které
mate na obrazku, vydlazdit dlazdicemi 4 x 27 (Obr. 3)

Uloha 4: Vite pro¢ neni mo#né namésti 10 x 10 pokryt dlazdi-
cemi 4 x 17

Uloha 5: Na které poli¢ko na namésti 8 x8 je t¥eba postavit sochu,
aby bylo mozné vydlazdit zbytek namésti dlazdicemi 3 x 17
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Obr. 3
Znakem K je znacena néjaka kyticka

Obr. 4
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Uloha 6: Na které policko na ndmésti z predchazejici tilohy je
tfeba postavit sochu, aby bylo mozné zbytek namésti vydlazdit
dlaZdicemi, které vidite na obrazku 47

Uloha 7: Na které policko je tfeba na nidmésti z obr. 5 umistit
sochu, aby bylo mozné zbytek namésti vydlazdit dlazdicemi 3 x 17

Obr. 5

*Uloha 8: Je mo#né namésti 4 x 4 vydlazdit dlazdicemi 2 x 1 tak,
aby ani jedna rovna ¢ara (spira mezi dlaZdicemi), kterd vznikne
uvniti namésti, nebyla delsi nez tfi policka?

**Uloha 9: Uméli byste pokrjt obdélnikové ndmésti 5 x 6 dlaz-
dicemi 2 x 1 tak, aby ani jedna rovna ¢dra uvnitf ndmésti nebyla
delsi nez ctyfi policka?

**Uloha 10: Je mozné vydlazdit namésti 6 x 6 dlazdicemi 2 x 1
tak, aby ani jedna ¢ara uvnitf namésti nebyla delsi nez 5 poli¢ek?
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VYSLEDKY
Uloha 1: Jeden zptisob dlazdéni vidite na obréazku 6.

SK

Obr. 6

Uloha 2: Jestlize ndmésti vybarvime jako Sachovnici, je vidét, Ze
bilych poli¢ek je o 1 vic nez ernych policek. Kazda dlazdice po-
kryva pravé dvé policka — jedno bilé a jedno ¢erné. Tedy nepokryté
(misto pro sochu) zistane bilé policko. Takovych policek je 13, ale
vzhledem k soumérnostem stac¢i ukazat pokryti ve tfech pfipadech
— viz obr. 7.

ISK
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Obr. 7

Uloha 3: Postupuje se podobné jako v pfedchazejici tloze. Na-
mésti 10 x 10 se vybarvi tak, jak to vidite na obrazku 8. Kazda
dlazdice 4 x 2 poloZena na nameésti tak, aby se jeji strany splynuly
se siti, kryje svou jednou polovinou modry ¢tverec (velikosti 2 x 2)
a druhou polovinou stejné velky bily ¢tverec. Vzhledem k tomu, Ze
¢ernych ¢tvercti je na namésti méné a kromé toho na jednom z nich
je kvétinovy zahon, namésti nelze vydlazdit danymi dlazdicemi.
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Obr. 8
¢ = Cerné pole, b = bilé pole

Uloha 4: P¥i feSeni miZete pouZit obrazek z predchazejici Gilohy.
Kazda dlazdice 4 x 1 pokryje stejné velkou bilou plochu jako cer-
nou. ProtoZe modrych étverci je na ndmésti méné nez bilych, neni
mozné je dlazdicemi 4 x 1 vydlazdit.

Uloha 5: Policka namésti je tfeba oznadit &slicemi 1, 2, 3, jak to
vidite na obrazku 9.

Dostaneme 21 policek oznacenych cislici 1, 22 poli¢ek oznace-
nych ¢islici 2 a 21 poli¢ek oznacenych dislici 3. Z toho je jasné,
ze nameésti neni mozné danymi dlazdicemi vydlazdit, pokud so-
cha nestoji na nékterém z poli¢ek oznacenych cislici 2. A vite, Ze
tato podminka jesté nestaci? Pokud byste zacali ¢islovat z jiného
rohu, oznaceni policek se zméni. Jedina policka, ktera své ozna-
¢eni nezméni, jsou ta, v nichz je ¢islo 2 napsano tu¢né. Na nékteré
z téchto polic¢ek je mozné postavit sochu a zbytek nadmésti potom
vydlazdit dlazdicemi 3 x 1. To je jiz snadnéa tloha.

Uloha 6: Sochu lze postavit na kterékoli poli¢ko. Ulohu vyfte-
Sime nejprve pro mensi nameésti. Zacnéme malym naméstim 2 x 2
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(obr. 10 vlevo nahote). JestliZe na ném sochu postavite na které-
koli policko, zbude vam misto na pravé jednu dlazdici. Vezméme
ted namésti 4 x 4. Jeden zpusob jak jej lze pokryt, vidite na ob-
razku 10 vlevo dole. Kdyz v tomto ¢tverci zacneme otacet ctverce
2 X 2, miZeme premistit sochu na kterékoli pole. Kone¢né nej-
vétsi obrazek ukazuje jedno mozné pokryti ¢tverce 8 x 8. V ném
premistujeme sochu pomoci otéceni étverct 2 x 2 a 4 x 4.

Uloha 7: Jestlize si oé&islujete policka na namésti tak, jak to vi-
dite na obrazku 11, snadno zjistite, Ze poli¢ek oznacenych jednic-
kou je 22, zatimco poli¢ek oznacenych trojkou je jen 17. Namésti
tedy neni mozné pokryt danymi dlazdicemi; vzhledem k tomu, Ze
kazda dlazdice obsahuje jedno policko oznacené jednickou, jedno
poli¢ko oznacené dvojkou a jedno policko oznacené trojkou, musel
by byt na ndmésti stejny pocet policek od kaZdého z oznaceni,
aby bylo namésti mozné vydlazdit. Ani pokud byste jedno policko
vynechali, nedosdhnete vyrovnini poé¢tii. Uloha tedy nema feSeni.

Uloha 8: Jestlize namésti 4 x 4 pokryjete dlazdicemi 2 x 1, pak
libovolna spara, ktera je rovnobéZna s nékterym okrajem namésti,
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Obr. 11
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protne sudy pocet dlazdic (éislo 0 je také sudé). Jestlize vezmeme
v Gvahu jen Cary étvercové sité nameésti, pak kazdou z dlazdic
protinad pravé jedna z c¢ar. JestliZze by se namésti pokrylo tak, aby
na ném nebyla spara délky 4 policka, pak by kazda z car sité
protinala aspon dvé dlazdice. To by vSak bylo 12 dlazdic a na
nameésti jich je jen 8.

Uloha 9: Jeden zpiisob, jak je moZné nadmésti pokryt, je na ob-
razku 12.

Obr. 12

Uloha 10: Tuto tlohu je mozné fedit stejné, jako jsme fesili os-
mou ulohu. Vnitfkem ¢tverce prochéazi 10 pfimek, které maji pro-
tnout 20 dlazdic. Na namésti vsak je jen 18 dlaZdic.
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