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JEDNOTNE DUKAZY ,KVADRATICKYCH“ VET
O TROJUHELNIKU

JAROMIR SIMSA

V tomto prispévku ukdzZeme, Ze Pythagorova véta a Eukleidovy
véty o vySce a o odvésné pravouhlého trojihelniku jsou, stejné
jako kosinova véta pro obecny trojihelnik, bezprostfednimi du-
sledky véty o mocnosti bodu ke kruznici, ktera patii k -béZnému
planimetrickému ucivu &tyfletych gymndzii (viz [3], str. 81-84).
Prislu$né dikazy podame ve formé obrazki, které prakticky nepo-
tfebuji zadny dopliujici vyklad nebo vysvétleni. Pro takovy druh
argumentace pomoci geometrickych obrazki, schémat nebo dia-
gramu se v americkych Casopisech pro popularizaci matematiky
vzilo oznadeni dikaz beze slov (viz [1] a [2], odkud je také pfevzat
nize uvedeny dikaz kosinové véty).

Zminénou vétu ,,0 mocnosti“ nejdfive pripomenime dvéma ob-
razky. Na levém z nich je bod X pruisecik libovolnych dvou té-
tiv AB a CD kruznice k, zatimco na pravém obrazku je bod X
prusecik prodlouzené tétivy AB kruznice k a jeji teCny s bodem
dotyku T'.

C A
k k
A D i
|XA|-|XB|=|XC|-|XD| | XT|* = |XA|l-|XB|

Na dalsim obrazku vlevo vidite dikaz Eukleidovy véty o vysSce
pravouhlého trojihelniku (pomoci mocnosti jeji paty k Thale-
tové kruznici nad pfeponou). Obrézek vpravo dokazuje Euklei-
dovu vétu o odvésné (pomoci Thaletovy kruZnice nad druhou
odvésnou trojuhelniku). Oba obrazky také najdete ve cvicenich
z uCebnice [3].
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|PC| - |PC’'| = |PB| - |PA| |BC|? = |BP| - |BA|
vi=1c, 0 a®=c,-cC
K dtkazu Pythagorovy véty vyuZijeme podle nésledujiciho ob-
razku kruznici, kterd ma stfed v jednom z krajnich bodd prepony
zkoumaného pravouhlého trojihelniku a dotyka se jeho protilehlé
odvésny.

|BC|* = |BK]| - |BL|
a’ = (c—b)(c+b)

¢ =a®+b?

Prejdeme nyni k dikazu kosinové véty, pfi kterém vyuzijeme ob-
vyklé oznadeni stran a Ghld obecného trojihelniku. Rovnost ¢? =
= a? + b? — 2ab cosy dokadZeme nejprve obrazkem v situaci, kdy je
splnéna podminka 2a cosy > b:

N
\

k(B;a)
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|CK| = 2acosy
|AL| - |AM| = |AC| - |AK|
(a—c)(a+c) =b(2acosy —b)
c? = a? + b% — 2abcosy

Také v ostatnich dvou pripadech, které vidite na nésledujici dvo-
jici obrazk®, mtizeme vztah c? = a? + b% — 2ab cosy odvodit z rov-
nosti soucini |AL| - |AM| a |AC| - |AK|; pfesvédCete se o tom
sami.

Piipad b > 2acos~y > 0: Pripad cosvy < 0:

Méné zndmou pouckou, ve které vystupuji ,kvadraty“ vzdalenosti
bod® obecného trojuhelniku, je tzv. Stewartiv vzorec:

d? = pa2 + qb2 — pqc2 (S)

pro délku CD pricky CD trojuhelniku ABC, kde D je libovolny
bod strany AB. Pismena a, b, ¢ ve vzorci (S) znaci jako obvykle
délky stran trojuhelniku a koeficienty p, ¢ (p,q > 0, p+q = 1) jsou
Cisla urcend rovnostmi |AD| = pc a |BD| = gc. (Prop=¢ =1/2
plyne z (S) vzorec t2 = (a? + b?)/2 — c?/4.)
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Stewartv vzorec (S) odvodime z mocnosti vrchold A, B ke kruz-
nici k, kterd ma stf¥ed ve vrcholu C a polomér d = |C'D|. Ozna¢me
D’ druhy prisecik kruznice k s pfimkou AB (jde-li o te¢nu, po-
loZzime D’ = D) a provedme dikaz pro pfipad, kdy bod D’ lezi
mezi body A a B (sami promyslete, co se v nasledujicim dikazu
zméni, padne-li bod D’ vné tsecky AB).

k(C;d)

pc qc

b> —d®> = |AD| - |AD'|=pc- |AD’|
a’> —d?* = |BD| - |BD'|=qc- |BD/|
Secteme-li g-nasobek prvni rovnice s p-nasobkem rovnice druhé,
dostaneme:
q(b* — d*) + p(a® — d*) = pgc(|AD'| + |BD')),
pa® + gb* — (p + q)d* = pgc?,
d*> = pa® + qb® — pqc?.
K dokazanému vzorci (S) dodejme jesté jednu zajimavost. Zvolime-
li podle daného bodu D € AB body E € AC a F € BC tak, aby
ctyfahelnik CEDF byl rovnobéznik, budou trojuhelniky ABC,

ADE, DBF podobné a tsecky na hranici trojihelniku ABC bu-
dou mit délky uvedené na nasledujicim obrazku.
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Pomoci délek z posledniho obrazku mizeme Stewartiv vzorec za-
psat ve tvaru

|CD|* = |CF|-|CB|+|CE|-|CA| - |DA|-|DB|.

Vsechny tfi souciny napravo mizeme interpretovat jako mocnosti
a Stewartuv vzorec vyjadrit rovnosti

|CD|* = M(C;kppr) + M(C;kapg) + M(D;kagc), (S)

kde M(X; kpgr) znaci mocnost bodu X ke kruznici opsané troj-
thelniku PQR. Vérime, ze obsah tohoto prispévku pomuze ¢tena-
raim—ucitelim zpestfit vyuku tématu o mocnosti bodu ke kruznici,
ke kterému dostupné ucebnice a sbirky prindseji pomérné malo
rozmanitych ndméti. K dikaziim beze slov pro jiné partie skolské
matematiky se v budoucich ¢islech ,,Ucitele urcité vratime.
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