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VEKTORY V ELEMENTARNI GEOMETRII

DAG HRUBY

Cilem pfispévku je ukéazat uziti vektort pfi feSeni nékterych
uloh z planimetrie na gymnaziu. Uéivo z planimetrie byva zara-
zeno do prvniho roéniku étyfletého gymnazia a pfi feSeni uloh
nelze pouzit vektor, které jsou zarazeny zpravidla do tfetiho roc-
niku. P¥i vykladu udiva o vektorech se vétSinou vektorovy aparat
pouziva v analytické geometrii a feSeni uloh z planinetrie je spise
vyjimkou. Motivem k napsani tohoto ¢lanku byla iloha, na kterou
jsem narazil p¥i listovani v knizce [1].

Uloha 1
Pfimka p prochéazejici téZistém T trojihelniku ABC protina
strany AC, BC v bodech P, Q. Dokazte, Ze plati

|AP| |BQ| _

o =1.
|PC| * |QC]|
')
P p
Q
A B
Obr. 1

NeZ pfistoupime k FeSeni tulohy 1, vyfeSime ulohu jednodussi.
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Uloha 2

Na strané BC trojuhelniku ABC je dan bod X, ktery déli
tuto stranu v poméru |BX| : |CX| = m : n. Vyjadrete vektor
Z = X — A jako linearni kombinaci vektori @ = B— A, b = C — A.

C
b
X
A a B

Obr. 2

Resend: m B
Ziejmeé plati £ = a + - (b — @). Odtud po upravé dosta-
m+n
vame
n m

@+ b (1)
m+n m+n

Podle mého nazoru by vztah (1) nemél chybét v Zadné uéebnici
analytické geometrie pro stiedni 8koly. V pfipadé, Ze m = n do-
stavame & = -;—Ei + %b. Obratme nyni svoji pozornost na koeficienty
v linedrni kombinaci vektori ve vztahu (1). Zfejmé plati

n_..m
m+n m-{-_n— )
Ozna&ime-li =\ pak —— =1-—2_ —1_X Pro
m-+n m+n m+n

vektor T pak plati

F=(1-)N)-@8+X-b (2)
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JeliA=0,pak Z=a, resp. X = A, prol=1je T = b, resp.
X = B apro € (0;1) je bod X vnitfnim bodem tsetky BC.
Dosavadni vysledky shrnuje nasledujici véta.

Véta 1
Pro libovolny bod X € BC' v trojihelniku ABC plati

F=1-=X)-@+X\-b,

I

kde A€ (0;1),Z=X-A,@a=B-A,b=C — A.

Takto vyzbrojeni snadno vyfesime tlohu 1 z Gvodu tohoto
¢lanku. Ozna¢me @ = A —C, b= B — C, T t&%isté trojuhelniku
ABC a bod D stied strany AB tak, jak je uvedeno na obr. 3.

Obr. 3

Pro vektor £ = T — C plati

2.5
3 2
Oznadime-liZ = P — C, v = Q — C, pak podle véty 1 plati

:E’=T—C=§(D—C’)= (a+b‘)=%(a+5) (3)

F=(1-X)-@+A-7 A€ (0;1) (4)

T G

=1ra =
cume pe] ~ " Qe
Pfipomeiime si v tuto chvili, Ze mame dokazat r + s = 1. Zfejmé

Nyni vyjadfime 4, v pomoci @, b. PoloZme s.
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plati:

|AC| = |AP| + |PC| = r|PC| + |PC| = (r +1) - | PC]|
|BC| = |BQ| + |QC| = s|QC| + |QC| = (s + 1) - |BC]|

Pro vektory u, v dostavame

=P C’—1 . (A C’)—l —-d
T=Q C—1 . ( —C')—1 . b

=i gy A F
m s— . .
147 1+s
Porovnanim s (3) musi platit 1=2 = ! a podobné gL Dale
Pl 1er =38P I+s 3

je3—3X = 14+r a3\ = 1+s. Odtud plyne r+s = 2—-3A+3X—-1=1,
coz jsme méli dokazat.

Uloha 3

V pravotihlém trojihelniku ABC' s pravym tthlem p¥i vrcholu C
je bod D patou vysky na stranu AB. Vyjadfete vektor £ = D—C
jako linedrni kombinaci vektori @ = A — C, b=B-C.

Obr. 4
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Reseni: .
Ozna¢me ¢, = |AD|,cq, = |BD|, A = ?b. Potomjel—-A=1-

= = EC‘.‘. Ziejmé plati Z = (1 — ) - @+ A - b. Podle Euklidovy

c
2
v . ’ a’
véty je a® = ¢ cq,b% = c - cp a tedy také — = S a podobné
c c
¥ ¢
= ?b. Po dosazeni za A do vektoru Z dostavame
PR UL A
a2+ b? a? + b?
Uloha 4

V pravidelném ¢&tyfsténu ABCD je bod D’ pata vysky vedené
z vrcholu D do roviny ABC a bod S je stied usecky DD’. Bodem S
vedeme rovinu, ktera protind hrany ¢tyfsténu AD, BD, CD po
fadé v bodech P, @, R (viz obr. 5). Dokazte, Ze plati:

AP B
AP _|BQ| _ [CR]

=15
|PD| "~ |QD| * |RD|

Reseni: B
Polozme Z = ;5= 3(D'-D),a=A-D,b=B-D,c=C-
— D. Ztejmé plati

N

7= —(a+b) + = (c—- —-(a+b))
Pro vektor ¥ pak dostavame
b+ (5)

T =

c:l»—-
C:Dlr--
cslr—a

Nyni vektor ¥ vyjadiime jesté jednou, ale tentokrat pomoci
vektori w = P— D, 7= Q — D, W = R — D. V duchu predchaze-
jicich iivah miiZeme psati

=(1—k)-[A=N) -G+ +k-b (6)
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Obr. 5

AP
Nyni vyjadiime vektory P—D, Q—D, R—D. PoloZzme AP —

|PD)|
|BQ| ICR ; s
=P, == = ¢ & —— = r. Mame dokazat, Ze p+ g+ r = 3.
” 1D ~ * |RD| o

Ziejmé plati

|AD| = |AP| + |PD| = p|PD| +|PD| = (p+1) - |PD|
|BD| = |BQ| +|QD| = q|QD| +|QD| = (¢ +1) - |BD|
|CD| = |CR| + |RD| = r|RD| + |RD| = (r +1) - |CD|
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Pro vektory 4 = P - D, = Q — D, v = R — D dostdvame

1 1
1+p ( ) 1+p ¢
1 1 -
1=Q-D=——.(B-D)= —.
@ 144 ( ) 1+g¢ b
1 1
F=ReD= e (= D)= .
v 1+7r (© ) 1+r ¢
Po dosazeni do (6) mame
1-A A= k
F=(1-k) |—2 .5+ 2. &
z=( ) [1+p a+1+q b +1+r ¢ (™)
Nyni provname koeficienty vektori (5), (7). Zfejmé plati
(1-kK)-1-X) 1 (1-kK-x 1 ko1
1+p 6 1+g 6 1471

Odtud plyne
6 —6k—6A+6kA=1+p
6\ —6kA=1+g¢
6k=1+r

Se¢tenim danych rovnic dostdvame p + g+ r = 3.

Literatura

(1] Gelfand, M. B, Matématika - spravoénoje posobije, Kiev, Vy-
sCa Skola, 1982

RNDr. Dag Hruby
Gymndzium, A. K. Vitdka 452
569 43 Jevicko

e-mail: hruby@gymjev.cz



