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UVEDENI DO MATEMATICKE ANALYZY
ANEB O JEDNE ZAJIMAVE KNIZE

NADA STEHLIKOVA3

Uvod

V rdmci rubriky Ulohy ze zahraniéi upozoriujeme i na za-
jimavé knihy, které by nemély uniknout pozornosti uéitelt (viz
napi. Stehlikova, 2000a, 2000b). Tentokrat se podivdme na knihu
vénovanou pievazné vysokoSkolské matematice. Jejim specifikem
je, Ze neni napsana tradi¢nim zptsobem ,definice — véta — ditkaz®,
ale obsahuje pouze feSené tlohy. Tyto tlohy vSak nemaji procvi-
covaci charakter, jak tomu nejcastéji byva, ale prostiednictvim
jejich feSeni si ma student pfislusnou teorii sam vybudovat.

Podobného typu je i kniha Bower (1973), kter4 se zabyva alge-
brou a zejména kongruencemi. Jejich vlastnosti jsou vyvozovany
pomoci velmi podrobného zkoumaéni kongruenci modulo 5 a 6. Au-
torka se v ivodu dotyka aspektu, ktery je vysokoskolskymi uciteli
Casto kritizovan (vlastni pfeklad): , Profesiondlnimu matematikovi
se tempo uvodnich kapitol mize zdat pomalé a pouzité metody
tézkopadné. Ovsem zkuSenosti ukazuji, Ze toto tempo a tyto me-
tody poskytuji studentiim cas a prostifedky, kterymi mohou do-
sahnout porozumeéni latce, zvyknout si na znaceni a zdokonalit se
v tomto typu uvazovani. KdyzZ je tempo na zacatku prilis rychlé a
metody pfili$ elegantni, pak si studenti osvoji §patny zvyk povrch-
niho ¢teni a budou se pokouSet memorovat latku bez porozuméni.
Potfebuji ¢as, aby se seznamili s pojmy, a musi mit moznost feSeni
jednotlivych tloh popisovat zprvu vlastnimi slovy. Pokud se pak
sezndmi se struénymi a dimyslymi matematickymi metodami, ti
nadand&jsi jim porozumi a pfivitaji je, a tak povzbudi ostatni, aby
se jim také snaZili porozumét a pouZzivat je.“

3Clanek byl vytvofen v ramci feSeni grantu GAUK 500/2004/A-PP /PedF.



110 NADA STEHLiKOVA

V této souvislosti se musim zminit i o knize, ktera je v eském
prostiedi pomérné znama (Dynkin, Uspenskij, 1955). Obsahuje
peclivé pfipravené série uloh, jejichZ fesenim ¢tenaf objevuje nové
poznatky. Autofi se ale nevyhybaji ani pfimym instrukcim, po-
kud je to tieba (napf. ,Nejrychlejsi zptisob, jak najit rozdil mezi
dvéma dCisly v m-aritmetice, je nasledujici: Najdéte rozdil v b&zné
aritmetice a pokud je zaporny, pfi¢téte m.“), nebo formuluji hy-
potézu, kterou ma ¢tenaf dokazat (napf. ,DokaZte, Ze pro a # 0
ma rovnice 2 = a v p-aritmetice (p je prvoéislo) bud dva kofeny,
nebo Zadny“).

Vyse zminéné knihy nutné predstavuji vybér z existujici li-
teratury. Podobny charakter maji i jiné uéebnice, napf. Kufina
(2002), kde si student odvozuje fadu poznatkli sim na zakladé
feSeni uloh.

R. P. Burn: Numbers and Functions

Kniha R. P. Burna (2000) se zabyva matematickou analyzou.
Autorovy poznamky v ivodu naznaduji, Ze jeho pFistup do jisté
miry odpovida principtiim konstruktivistické vyuky (viz napf. Hejny,
Kufina, 2001) (vlastni pfeklad): ,TakZe prvni princip, na némz
stoji tento text, je zapojit studenty do tvorby novych pojmi pou-
zitim myslenek a metod, jez jsou jim zndmé. Druhym principem je
fakt, Ze jeden z nejméné obtiZnych novych pojmi, s nimiz se stu-
dent setkd v univerzitni matematice, je zevSeobectiovani. Peclivé
vybrany specialni pfipad, s kterym dokaZeme pracovat, poskytuje
zaklad vlastni formulace obecné teorie a tato posloupnost vyvoje
(od specialnich pfipadi k obecné vété) zaktiviiuje studentovo po-
rozuméni tam, kde by formulace samotné obecné véty byla ne-
jasna.“ Predpokladem uspésného pouziti knihy je i to, aby kazdy
student mél grafickou kalkula¢ku nebo matematicky program na
poditadi.

Z nazvia kapitol si étenaf miiZe vytvorit pfedstavu o tom, ja-
kych partii matematické analyzy se kniha tyka: Matematicka in-
dukce, Nerovnosti, Posloupnosti — prvni seznameni s nekone¢nem,
Racionalni &isla, Rady — nekone¢né souéty, Funkce a spojitost —
okoli a limita funkce, Spojitost — funkce na intervalu, Derivace —
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te¢ny, Derivace — véta o stfedni hodnot& a Taylorova véta, Inte-
gral — zédkladni véta analyzy, Exponenty a trigonometrické funkce,
Posloupnosti funkci.

Nové poznatky jsou v kazdé kapitole diisledn& uvadény pomoci
feSeni uloh (viz ilustrace dale), které jsou podany i s vysledky a
piipadné s nastinem feseni. Pokud je k iloze potfeba néjaky novy
pojem, je nejprve v textu definovan. Na konci kazdé uaviené ¢asti
je uvedeno prehledné shrnuti nové latky, kterou pfedchozi tilohy

prinesly. Na konci kapitol je historickd poznamka (viz ilustrace
déle).

Ilustrace

Vzhledem ke ¢tenaiské obci Casopisu jsem jako ilustraci vy-
brala tlohy, které maji studenty vést k odhaleni zakladnich vlast-
nosti aritmetického a geometrického priiméru. Cisla tloh odpovi-
daji ¢islim v knize. V hranatych zavorkach jsou vysledky tuloh.

30. Necht jsou &isla 2, A a 8 tfi po sobé nésledujici ¢leny aritme-
tické posloupnosti. Najdéte Cislo A.

Cislo A se nazyva aritmeticky primér Cisel 2 a 8.

Necht jsou ¢&isla 2, G a 8 tfi po sobé nasledujici ¢leny geometrické
posloupnosti kladnych ¢&isel. Najdéte ¢islo G.

Cislo G se nazyva geometricky primér Cisel 2 a 8.

Co je vétsi, A, nebo G?

[A=5,G =4

31. Najdéte aritmeticky a geometricky primér cisel 2 a 3. Ovéite,
ze (23)% = 6% a Ze aritmeticky pramér Cisel 2 a 3 je vétSi nez je-
jich geometricky priimé&r. Ovéite, Ze podobny vysledek dostaneme,
pouZijeme-li nerovnost 0 < (v/3 — v/2)%.

[A=21 G =6, (2})>6,2/6<5]
32. (Eukleides) Necht jsou a a b kladna €isla, najdéte aritmeticky

a geometricky prumér ¢isel a? a b2. Ktery z nich je vétsi? Za jakych
podminek jsou oba priméry stejné?
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[0 < (a — b)? = 2ab < a? + b%. Rovnost nastane jen tehdy, kdyz
a=b.]

33. Necht a a b jsou kladna éisla. Dokazte, Ze Vab < %(a +b). Za

jakych okolnosti nastava rovnost?
UdV:

a b

[0 < (va-+vb)? = 2\avb<a+b= vavb < i(a+b). Rovnost
nastane jen tehdy, kdyz /a = vb.]

34. Dokazte, Ze pro kazdé kladné Cislo a plati 2 < a + %

[V predchozi tiloze polozte b = 1.]

35. Ve vzdalené vesnici Zije jediny zelinaf. Pouziva vahu se dvéma
miskami a jedno kilogramové zavazi. Jednoho dne se vaha rozbila.
Pfi jeji opravé se zelinaii nepodafilo dostat jazycek vah presné do
stfedu.

Do obchodu prisel zakaznik a pozadal o 2 kg jablek. Zelinaf polo-
zil jednokilogramové zavazi na levou misku vah a do pravé daval
jablka, dokud se vdha neustalila. Pak jablka vysypal do hnédé
papirové tasky. Potom dal zavaZzi do pravé misky a naplnil levou
misku jablky, dokud se vaha neustalila. Nakonec pfidal tato jablka
do papirové tasky a tu podal zakaznikovi.

(Rovnost momentu sil: kdyZ se vaha ustali, tiha zavaZi v prvni
misce krat délka pfisluSného ramene se rovna tize ve druhé misce
krat délka pfislusného ramene.)
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Rozhodnéte, co je spravné:
(1) Zékaznik dostane 2 kg jablek.
(2) Zékaznik dostane vice nez 2 kg jablek.

(3) Zakaznik dostane méné nez 2 kg jablek.

[Oznaéme [ délku levého ramene vahy, r» délku pravého ramene
vahy, v hmotnost jablek vaZenych v levé misce a w hmotnost jablek
vaZenych v pravé misce. Pak lv = r-1 arw = [ - 1. Vyjadfime
vtw=7]+ % =T+ %, a to je podle tlohy 34 vétsi nez 2, pokud
neni [ = r.] |

36. Jaky obdélnik ma pri daném obvodu nejvétsi obsah?

[Oznagme délky stran obdélniku a a b. Obvod obdélniku je roven
2(a + b) a jeho obsah ab. Plati vab < 3(a+1b), co je konstanta,
takZe obsah je maximalni, pokud a = b.]

37. Necht z a a jsou kladna éisla. Najdéte aritmeticky a geomet-
ricky primér &isel x a a?/z.

Necht z; > 0 a 2,41 je definovano jako z,4+1 = %(xn + a?/z,).
Ukazte, Ze pak a < 41 < T, Pron > 2.

[G=a, A= -;-(:c +a%/z); G < A= a < zpy41 < T, kromé pii-
padu, kdy n = 1. Tento poznatek je zékladem Heronovy metody
hledani druhych odmocnin.]

38. Necht a; a b; jsou danéd kladné déisla, pro kterd a; < by, a
necht jsou definovany dvé posloupnosti kladnych &isel jako a1 =
2= ) Qs Oy, B D1, = %(an + b,). Dokazte, Ze

(i) 0 < an < ant1 < bpt1 < by,
(ll) 0< bn+1 — Bl < bn+1 — Qnp = %(bn - an),
(lll) 0< bn+1 —an4+1 < (%)n(bl — 0,1).

To znamena, Ze se oba priméry se zvySujicim se n pfibliZuji.
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(iv) Dokaite, Ze bnt1 — ant1 = 3(vbn — /@n)? a Ze pokud 1 <
<a<b,pak vVb—a< i(b-a).

(v) Necht a; = 1 a by = 2. Dokazte, Ze bs — a5 < 7}5, tj. obé
posloupnosti se rychle pfiblizuji.

[(1) Vyuzijte faktu, Ze GP<AP a matematické indukce. (iii) Vyu-
zijte (ii) a indukci. (v) bp+1—an+1 < %(bn—an)z. Podobné dvojice
posloupnosti zkoumal uz Gauss.]

Historicka poznamka vztahujici se k praumérum

Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem se
poprvé objevuje v Eukleidovych Zdkladech (I1.5, V.25 a lema mezi
X.59 a X.60). Obecny tvar této nerovnosti pro n kladné se objevuje
v knize A. L. Cauchyho Cours d’analyse (1821).

ZAvér

Knihu predstavenou v tomto ¢lanku jsem ve vlastni vyuce
nevyzkousela, nevim tedy, jak by fungovala pfimo se studenty.
Nicméné podle autora byla napsana na zakladé nékolika let vlastni
vyuky, které vedly k nékolikerému piepracovani. Nékteré jeji par-
tie by se jisté daly vyuZit i na naSich vysokych skolach ¢i pfi praci
s talentovanymi studenty stfedni skoly. Vytknout by se ji dalo to,
ze nékteré ulohy jsou formulovany jako prili§ uzaviené a ze reSitel
vlastné nevi, pro¢ by se jimi mél zabyvat. Cennéjsi by bylo, kdyby
byl dan otevieny problém, u kterého by student mél formulovat
i strategii feSeni. V pfipadé vySe uvedené ukazky by tak tulohy
nebyly formulovany jako ,dokaite, Ze ...“, ale ,zjistéte, zda plati

.8, zjistéte, co plati“ a teprve pak ,dokaZte“.

Jsem si védoma moznych namitek proti podobnému stylu vyu-
¢ovani na drovni vysoké Skoly, z nichz asi nejzavaznéjsi je velka ca-
sova naroc¢nost. Nemyslim, Ze bychom méli podobnym zptisobem
vyuclovat veSkerou matematiku, ale na druhé strané se domnivam,
ze alespon v nékterém pfedmétu by se s nim studenti setkat méli.
Problém je jesté pal¢ivéjsi u studenti, budoucich uditelit matema-
tiky, ktefi se ¢asto u¢i matematiku pouze memorovinim a k po-
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dobnému pfistupu pak vedou své budouci zdky. Na né&kterych pe-
dagogickych fakultach se o tento zptisob v nékterych disciplinach
vyucujici snazi (viz napf. Prokopova, 2004; Stehlikova, 2003).
Na zavér uvadim citat F. Kufiny (2004), ktery se mi v této sou-
vislosti jevi jako zasadni: , Systém tradiéniho univerzitniho vzdé-
lavani ve formé prednasek, cvieni a zkouSek vede spiSe k ency-
klopedickému chapani matematiky (soubor definic, vét a dikazi)
nez k jejimu chapani aplika¢nimu, které ma k rozvijeni kompetenci
blize. Pfesto jsem presvédden, Ze i v ramci soucasného systému je
mozné klast diiraz na poznavani cest k matematickym pojmim a
poznatkliim, na rozdil od pfedavani ¢asti logicky uspofddané ma-
tematické discipliny, a na posileni ,pracovniho® charakteru mate-
matiky, na rozdil od charakteri reprodukéné memorovaciho.“
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