
Učitel matematiky

Michal Šmerek
Citlivost kořenů polynomů

Učitel matematiky, Vol. 13 (2005), No. 2, 100–108

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/150765

Terms of use:
© Jednota českých matematiků a fyziků, 2005

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/150765
http://dml.cz


100

CTLIVOST KOŘENŮPOLYNOMŮ·

MICHAL SMEREK

1. Úvod

Problém řešení algebraických rovnic se může zdát zcela vyře­

šený. Známe algoritmy pro určení všech kořenů libovolného poly­
nomu. Přesto i v této problematice existují dosud nepříliš probá­
dané oblasti. Zájemcům o základní studium numerické matema­
tiky lze.doporučit publikace [1, 2, 3, 5, 6, 7, 10].

Článek se zabývá problematikou tzv. špatně podmíněných po­
lynomů, tj. polynomů,u nichž malá změna některéhoz koeficientů

vede k velké změně v kořenech. Tomuto speciálnímu tématu se vě­

nují práce [1, 4, 5, 8, 9, 11].

2. Špatně podmíněné polynomy

Uvažujme polynom p stupně n > 2 s reálnými koeficienty tvaru

Označme kořeny polynomu (1) ei, pro i = 1,2, ... , ti. Hledáním
kořenů polynomu se zabývá např. článek [7].

Platí tedy p(ei) = 0, pro i = 1,2, ... ,n.
Budeme se zabývat tím, jak se změní kořeny polynomu, pokud

se polynom (1) mírně změní. Budeme určovat kořeny polynomu

p(x) + ~p(x) =p(x) + ~arxr, r = O, 1,2, ... ,n , (2)

tj. uvažujeme pouze změnu koeficientu u mocniny z", a to z ar na
ar + 6ar . Označíme-li 6ei změnu kořene ei při přechodu od poly­
nomu (1) k polynomu (2), platí

(3)
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Odtud můžeme vyjádřit
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kde přibližný vztah je platný za podmínky l5~i « ei.
Taylorův rozvoj funkce p(x) v bodě x = ei je

Platí p(ei) = o. Pokud ei je jednoduchý kořen, platí také p' (ei) =1=

=1= o. Jestliže ll5eil <t:: 1, můžeme ostatní členyTaylorova rozvoje (5)
zanedbat. Porovnáním se vztahem (4) získáme vyjádření změny

Óei jednoduchého kořene ei

(6)

Pokud u nějakého polynomu malá změna koeficientu (změna

na vstupu) způsobí mnohem větší změnu jeho kořenů (změna

na výstupu), nazýváme takový polynom špatně podmíněným po­
lynomem.

Tuto podmíněnost lze definovat jako podíl relativní změny

na výstupu a relativní změny na vstupu. K tomu účelu definujme
koeficient podmíněnosti kir jakožto podíl relativní změny kořene

ei (i = 1,2, ... ,n) a relativní změny koeficientu ar (r = 0,1, ... ,n),
tzn.

pro i = 1,2, ... ,n a r = 0,1, ... ,n. (7)

Vezmeme-li v úvahu vztah (6), můžeme psát

e:- 1

kir = i(ei) ar pro i = 1,2, · .. ,n a r = 0, 1, · . · .ti. (8)

Koeficient podmíněnosti kir je příslušný i-tému kořenu a r-tému
koeficientu.
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Čislo podmíněnosti Cp polynomu definujeme jako maximum
z absolutních hodnot všech koeficientů podmíněnosti, tj.

Cp = max Ikirl.
t,r

(9)

Pomocí čísla podmíněnosti můžeme definovat špatně. podmíněný

polynom jako polynom, jehož číslo podmíněnosti je mnohem větší

než jedna, tj.
Cp» 1.

3. Příklad 1

Uvažujme jednoduchý polynom

p(x) = x 2
- 3x + 2. (10)

Jeho kořeny jsou el = 1 a €2 = 2, viz obr. 1.
Prozkoumejme, jak bude vypadat polynom (10) a jeho kořeny,

pokud změnímepostupněvšechny jeho koeficienty o hodnotu +0,1
resp. -0,1.

Na obrázku 2 jsou grafy polynomů

pt(x) = x 2
- 3x + 2,1 a Po (x) = x 2

- 3x + 1,9.

Obrázek 3 znázorňuje polynomy

pt(x) = x 2
- 2,9x + 2 a Pl(x) = x 2

- 3,lx + 2

a obrázek 4 zobrazuje polynomy

pt(x) = 1,lx2
- 3x + 2 a P2(x) = 0,9x2

- 3x + 2.

Vypočítejme kořeny takových polynomů a odchylky těchto ko­
řenů od původníchkořenů. Jejich přibližné hodnoty u všech těchto

polynomů uvádí tabulka 1.
Podobně mužeme uvažovat i změnu polynomu (10) např. de­

setkrát menší, tj. změnu koeficientu ar(r = 0, 1,2) o hodnotu
+0,01; resp. -0,01; viz tabulka 2.
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Aplikací vzorce jfi) pro polynom (10) získáme

~r
Ó~i = - 2~i _ 3Óar , pro i = 1, 2, r = 0, 1, 2. (ll)

Konkrétně

(13)
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p(x) el e2 ďel ďe2

x 2
- 3x + 2 1 2

x 2
- 3x + 2, 1 1,1127 1,8873 0,1127 -0,1127

x2 - 3x + 1,9 0,9084 2,0916 -0,0916 0,0916
x 2

- 2, 9x + 2 1,1298 1,7702 0,1298 -0,2298
x 2

- 3, lx + 2 0,9156 2,1844 -0,0844 0,1844
1,lx2-3x+2 1,1604 1,5669 0,1604 -0,4331
0,9x2

- 3x + 2 0,9213 2,4120 -0,0787 ' 0,4120

Tabulka 1 Hodnoty kořenů a změn kořenů pro ďar = ±0,1

p(x) el e2 8€1 8e2
x 2

- 3x + 2 1 2
x 2

- 3x + 2,01 1,0101 1,9899 0,0101 -0,0101
x 2

- 3x + 1,99 0,9901 2,0099 -0,0089 0,0099
x 2

- 2, 99x + 2 1,0102 1,9798 0,0102 -0,0202
x2 - 3, 01x + 2 0,9902 2,0198 -0,0098 0,0198
1,01x2-3x+2 1,0103 1,9600 0,0103 -0,0400
0, 99x 2

- 3x + 2 0,9903 2,0400 -0,0097 0,0400

Tabulka 2 Hodnoty kořenů a změn kořenů pro Sa; = ±0,01

Pro změnu 8ao = ±0,1 dostáváme změny kořenů

8€1 = ±0,1 a Óe2 = =fO,l.
Podobně pro 8al = ±0,1 je 8el = ±0,1 a 8e2 = =fO,2;
resp. pro 8a2 = ±0,1 je 8el = ±0,1 a Óe2 = =fO,4.
Změně Sa; = ±0,01 odpovídá změna kořenů úměrně menší.

Není bez zajímavosti srovnání těchto teoretických výsledků (je­
jich první aproximace) s empirickými, viz srovnání výsledků (12)
a (13) pro Sa; = ±0,1; resp. Sa; = ±0,01; s údaji v tabulce 1,
resp. s údaji v tabulce 2.

Ze vztahu (8) mužeme určit koeficienty podmíněnosti kir pro i =
= 1,2, r = 0, 1,2 (viz tabulka 3).
Číslo podmíněnosti je potom Cp = 3, tzn. polynom (10) je dobře

podmíněným polynomem.
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i/r O 1 2
1 - 2 3 - 1
2 1 - 3 2

Tabulka 3 Koeficienty podmíněnosti k ir pro polynom p(x) = x 2 ­

-3x+2

4. Příklad 2

Mějme polynom

p(x) = x2
- 201x + 10100, (14)

viz obrázek 5.
Jeho kořeny, ~l = 100 a ~2 = 101, se liší opět o jedničku (jako
v příkladu 1), jen jsou mnohem větší.

. Prozkoumejme, jak bude vypadat polynom (14) a jeho kořeny,

pokud postupně nepatrně změníme všechny jeho koeficienty. Tyto
změněné polynomy jsou graficky znázorněné na obrázcích 6, 7 a
8.
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Obrázek 5 p(x) = x2 - 201x +
+ 10100

Obrázek 6 8ao = ± 10- 1

V tabulce 4 jsou vypočtenykoeficienty podmíněnosti k ir. Z ta­
bulky můžeme zjistit hodnotu číslapodmíněnostipolynomu (14) ,
Cp = 201, a tudíž polynom (14) považujeme za špatně podmíněný

polynom.
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i/r O 1 2
1 -101 201 -100
2 100 -201 101

Tabulka 4 Koeficienty podmíněnosti kir pro polynom p(x) = x2
­

- 201x + 10100

5. Příklad 3

Na závěr se zabývejme polynomem

p(x) = x 2
- 3,Olx + 2,265. (15)

Jeho kořeny, el = 1,5 a e2 = 1,51, jsou na rozdíl od příkladu 1
vzájemně mnohem bližší.

Koeficienty podmíněnosti kir jsou uvedeny v tabulce 5.

i/r ° 1 2
1 -151 301 -150
2 150 -301 151

Tabulka 5 Koeficienty podmíněnosti kir pro polynom p(x) = x2 ­

- 3, 01x + 2, 265

Z tabulky můžemeodečíst hodnotu čísla podmíněnostipolynomu (15),
Cp = 301, a tedy polynom (15) je špatně podmíněným polyno­
mem.
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6. Závěr

V případě špatně podmíněných polynomů může i malá ZIn ěna

byť jen jednoho koeficientu způsobit velkou změnu v jeho koř ­
nech. Je třeba mít toto na paměti při přibližném určování koefi­
cientů polynomu, při jejich zaokrouhlování, apod.

Domnívám se , že problematika špatně podmíněných polynomu
může být vhodným t ématem jako rozšiřující učivo i pro t ř dní
školy s rozšířenou výukou matemat iky. St udium této problematiky
umožní lépe si uvědomit krásu i záludnost polynomů.
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