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CTLIVOST KORENU POLYNOMU

MICHAL SMEREK

1. Uvod

Problém feseni algebraickych rovnic se mize zdat zcela vyfe-
Seny. Zname algoritmy pro urceni vSech kofent libovolného poly-
nomu. Pfesto i v této problematice existuji dosud nepfili§ proba-
dané oblasti. Zajemctiim o zakladni studium numerické matema-
tiky lze doporudit publikace [1, 2, 3, 5, 6, 7, 10].

Clanek se zabjva problematikou tzv. §patné podminényjch po-
lynomd, tj. polynom, u nichZz mala zména nékterého z koeficienti
vede k velké zméné v kofenech. Tomuto specidlnimu tématu se vé-
nuji prace [1, 4, 5, 8, 9, 11].

2. Spatné podminéné polynomy

Uvazujme polynom p stupné n > 2 s redlnymi koeficienty tvaru
p(z) = anz™ + Gy 2™ 4 oo 4 a1z + ag. (1)

Oznaéme kofeny polynomu (1) &;, pro ¢ = 1,2,...,n. Hledanim
kofeni polynomu se zabyva napf. €lanek [7].

Plati tedy p(&) =0, proi=1,2,...,n.

Budeme se zabyvat tim, jak se zméni kofeny polynomu, pokud
se polynom (1) mirné zméni. Budeme urcovat kofeny polynomu

p(z) + ép(z) = p(z) + darz”, r=0,1,2,...,n, (2)

tj. uvazujeme pouze zménu koeficientu u mocniny z”, a to z a, na
ar + 6a,. Oznaéime-li 6¢; zménu kofene &; pii prechodu od poly-
nomu (1) k polynomu (2), plati

p(& + 0&) + dar (& + &))" = 0. (3)
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Odtud muZeme vyjadrit

p(& +6&;) = —da. (& + 6&)" = —ba,E], (4)

kde pfiblizny vztah je platny za podminky §¢; < &;.
Taylortv rozvoj funkce p(z) v bodé = = &; je

& +86) = p(6) + 7 (6006 + LS g7+ (s)

Plati p(&;) = 0. Pokud &; je jednoduchy kofen, plati také p (&) #
# 0. Jestlize |6€;| < 1, miZeme ostatni &leny Taylorova rozvoje (5)
zanedbat. Porovninim se vztahem (4) ziskdme vyjadfeni zmény
0¢; jednoduchého kofene §;

£T
P (&)

Pokud u néjakého polynomu mald zména koeficientu (zména
na vstupu) zpuisobi mnohem vét$i zménu jeho kofent (zména
na vystupu), nazyvame takovy polynom 3patné podminénym po-
lynomem.

Tuto podminénost lze definovat jako podil relativni zmény
na vystupu a relativni zmény na vstupu. K tomu a¢elu definujme
koeficient podminénosti k;. jakozto podil relativni zmény koifene

5{,‘ = 50.,- (6)

& (i =1,2,...,n) arelativni zmény koeficientu a, (r = 0,1,...,n),
tzn.
8¢
kir=5& proi=1,2,...,nar=0,1,...,n. (7)
dar

ar

Vezmeme-li v Gvahu vztah (6), miZeme psat
Er—l
P (&)

Koeficient podminénosti k;- je pfislusny i-tému kofenu a r-tému
koeficientu.

kir = 2*—a,proi=12,...,nar=0,1,...,n. (8)
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Cislo podminénosti C, polynomu definujeme jako maximum
z absolutnich hodnot vSech koeficienti podminénosti, tj.

Cp = max kir . (9)

Pomoci ¢isla podminénosti miZzeme definovat Spatné podminény
polynom jako polynom, jehoZ éislo podminénosti je mnohem vétsi
nez jedna, tj.

Cp> 1.

3. Priklad 1
UvaZujme jednoduchy polynom

p(z) = 2% - 3z 4 2. (10)

Jeho kofeny jsou §; =1 a £, = 2, viz obr. 1.

Prozkoumejme, jak bude vypadat polynom (10) a jeho kofeny,
pokud zménime postupné vSechny jeho koeficienty o hodnotu +0,1
resp. —0,1.

Na obréazku 2 jsou grafy polynomi

pg(z) =2* =3z +21ap;(z) =2* -3z +19.
Obrazek 3 znazornuje polynomy

pi(x) =2 -29z+2a pi(z) =2%-3,lz +2
a obrazek 4 zobrazuje polynomy

pf(z) = 1,122 =3z + 2 a p; (z) = 0,92% — 3z + 2.

Vypocditejme koieny takovych polynomi a odchylky téchto ko-
fend od ptivodnich kofeni. Jejich pfiblizné hodnoty u vSech téchto
polynomi uvadi tabulka 1.

Podobné miZeme uvaZovat i zménu polynomu (10) napf. de-
setkrat mensi, tj. zménu koeficientu a,.(r = 0,1,2) o hodnotu
+0,01; resp. —0,01; viz tabulka 2.
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1 )] F———

0.5 115 x 2 25

Obréazek 1 p(z) = 22 —3z+2

05 17 718 x 2 25

Obréazek 3 da; = £0,1

-0.5 2: 5

N

1 15 x

Obréazek 2 dag = +0,1

-0.5

1 15 x 2 25

Obrazek 4 da; = £0,1

Aplikaci vzorce (6) pro polynom (10) ziskdme

ot = —2551 35a,-, proi=1,2, r=0,1,2. (11)
Konkrétné
11‘
6{1—-—2_1_36a,-—6a,, pror=20,1,2; (12)
or —Jao
062 = — 5 36a,. -2"%a, = § —26a; . (13)
2:2- —450,2
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p(x) €1 €2 61 082
z° -3z +2 1 2
z*-3z+2,1 1,1127 | 1,8873 0,1127 | —-0,1127
z*—-3z+1,9 | 0,9084 | 2,0916 | —0,0916 0,0916
z°—-29z+2 | 1,1298 | 1,7702 0,1298 | —-0,2298
¢ —-3,1z + 2 0,9156 | 2,1844 | —0,0844 0,1844
1,1z* —3z+2 | 1,1604 | 1,5669 0,1604 | —0,4331
0, 9z° —3x+2 | 0,9213 | 2,4120 | —0,0787 0,4120

Tabulka 1 Hodnoty kofenti a zmén kofent pro da, = £0,1

p(z) £1 &2 6&: 0&2
z? — 3z + 2 4 2
z° —3z+2,01 | 1,0101 | 1,9899 0,0101 | —-0,0101
z? -3z +1,99 | 0,9901 | 2,0099 | —0,0089 0,0099
z?—2,99z+2 | 1,0102 | 1,9798 0,0102 | —0,0202
¢ —3,01z+2 | 0,9902 | 2,0198 | —0,0098 0,0198
1,01z —3z+2 | 1,0103 | 1,9600 0,0103 | —0,0400
0,99z% — 3z +2 | 0,9903 | 2,0400 | —0,0097 0, 0400

Tabulka 2 Hodnoty kofenti a zmén kofeni pro éa, = 0,01

Pro zménu dag = £0,1 dostavame zmény kofent

8¢, = £0,1 a 8¢, = F0,1.

Podobné pro da; = £0,1 je 6&; = £0,1 a §&; = F0,2;

resp. pro das = £0,1 je 6§; = £0,1 a &2 = F0,4.

Zméné da, = £0,01 odpovid4 zména kofenti imérné mensi.

Neni bez zajimavosti srovnani téchto teoretickych vysledki (je-
jich prvni aproximace) s empirickymi, viz srovnani vysledka (12)
a (13) pro éa, = *0,1; resp. da, = +0,01; s udaji v tabulce 1,
resp. s udaji v tabulce 2.

Ze vztahu (8) miZeme uréit koeficienty podminénosti k; proi =
=1,2, r =0,1,2 (viz tabulka 3).

Cislo podminénosti je potom Cp, = 3, tzn. polynom (10) je dobie
podminénym polynomem.
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i/r 0 1 /-
1 -2 3| -1
2 1| -3 2

Tabulka 3 Koeficienty podminénosti k;,. pro polynom p(z) = z? —
-3z + 2

4. Priklad 2

Méjme polynom
p(z) = % — 201z + 10100, (14)

viz obrazek 5.
Jeho kofeny, & = 100 a & = 101, se lisi opét o jednicku (jako
v ptikladu 1), jen jsou mnohem vétsi.

Prozkoumejme, jak bude vypadat polynom (14) a jeho kofeny,
pokud postupné nepatrné zménime vSechny jeho koeficienty. Tyto
zménéné polynomy jsou graficky znazornéné na obrazcich 6, 7 a
8.

: p‘l’ ‘ -
° \/AX) ° \\\/// |
05501005 101 101.5 0% 100 1005 x 101 1015
Obrazek 5 p(z) = z°—201z+ Obrazek 6 dag = +107!
+ 10100

V tabulce 4 jsou vypodteny koeficienty podminénosti k;,. Z ta-
bulky mtizeme zjistit hodnotu &isla podminénosti polynomu (14),
C, = 201, a tudiZ polynom (14) povaZujeme za Spatné podminény
polynom. -
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0.5y
; .
NG
| 1 | ) ,‘
05100 1005 x 101 1015 0% 100 1005 x 101 1015
Obrazek 7 da; = +1073 Obréazek 8 day = £107°
Jr 0 T 3
1 -101 201 | —100
2 100 | —201 101

Tabulka 4 Koeficienty podminénosti k;- pro polynom p(z) = z%—

— 201z + 10100

5. Priklad 3
Na zavér se zabyvejme polynomem
p(z) = % — 3,01z + 2,265. (15)

Jeho koreny, £&; = 1,5 a €2 = 1,51, jsou na rozdil od pfikladu 1
vzajemné mnohem blizsi.
Koeficienty podminénosti k;, jsou uvedeny v tabulce 5.

i/r 0 1 2
1 | =151 | 301 | —150
2 150 | —301 | 151

Tabulka 5 Koeficienty podmin&nosti k;, pro polynom p(z) = z2 —
- 3,01z + 2,265

Z tabulky miZeme odeéist hodnotu ¢isla podminénosti polynomu (15),
Cp = 301, a tedy polynom (15) je Spatné podminénym polyno-
mem.
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6. Zavér

V pfipadé Spatné podminénych polynomi miiZe i mald zména

byt jen jednoho koeficientu zpiisobit velkou zménu v jeho kofe-
nech. Je tfeba mit toto na paméti pfi pfiblizném urcovani koefi-
cientl polynomu, pfi jejich zaokrouhlovani, apod.

Domnivam se, Ze problematika Spatné podminénych polynomi

miiZze byt vhodnym tématem jako rozsifujici ucivo i pro stfedni
Skoly s rozsifenou vyukou matematiky. Studium této problematiky
umozni lépe si uvédomit krasu i zaludnost polynomu.
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